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1.1 Fendmenos aleatorios

Elcampo de aplicaciéony estudio de la Estadisticay su fundamento matematico (el calculo
de probabilidades) lo constituyen los llamados fendmenos aleatorios.

Se define fendmeno aleatorio como aquel fendmeno aquel aspecto de la realidad que
puede ser observado y del que conocemos todas sus posibles respuestas, pero no la
respuesta que efectivamente va a tener lugar o realizarse, tras un experimento aleatorio.

Esto es, la concurrencia de circunstancias fijas no permite ver cual sera el efecto producido
y por tanto los resultados son imprevisibles, pero pertenecen a un conjunto de resultados
gue puede ser descrito de forma completa previamente—> conocemos todos los posibles
resultados, pero no el resultado exacto que resultara en la i-ésima realizacion del
experimento.

Se entendera por experimento la accion que puede dar lugar a fendmenos cuantificables.

En un experimento determinista se conoce exactamente el resultado que va a darse,
mientras que en un experimento aleatorio los resultados del experimento bajo las mismas
condiciones iniciales, puede dar lugar a distintos resultados que sdlo seran conocidos al
final del experimento y se podran caracterizar de forma probabilistica.

Tipos de fenémenos aleatorios en funcién del ambiente:

e Ambiente de riesgo o estocastico: Podemos probabilizar la apariciéon de los
diferentes resultados
e Ambiente de incertidumbre: No es posible probabilizar los posibles resultados.

En ambos casos se conocen los resultados posibles, pero sélo en un ambiente de riesgo o
estocastico podremos probabilizar la ocurrencia de los mismos.

Propiedades:

1- Enlas mismas condiciones iniciales dan lugar a resultados diferentes.

2- Seconocen de antemano los posibles resultados.

3- No se puede predecir el resultado exacto de cada experimento en particular.

4- Si un experimento de este tipo se repite un nimero indeterminado de veces, n,
denotando por ni las veces que se da un determinado resultado, el cociente n/ni (al
que se denominara frecuencia relativa) tiende a estabilizarse en un valor fijo pi
cuando el numero de repeticiones aumenta (Regularidad estadistica — Teorema de
convergencia en probabilidad — Caso particular Teorema de Bernoulli).



1.2 Regularidad Estadistica

Si un experimento de este tipo se repite un numero indeterminado de veces, n, denotando
por n;las veces que se da un determinado resultado, el cociente n/n; (al que se denominara
frecuencia relativa) tiende a estabilizarse en un valor fijo pi cuando el nimero de
repeticiones aumenta.

Teorema de Bernoulli (Convergencia en probabilidad):

Sea un suceso A con probabilidad p y sea n el nUmero de pruebas de un experimento
aleatorio, se denominaf a la frecuencia relativa del suceso A que se define:
n;

fi__

n

Sea £ un numero real positivo, infinitamente pequenfo, tal que:
£>0(eRY)

Entonces:
7%i_r){}opﬂfi —pi)=e)=0V;

El limite en probabilidad, cuando n tiende a infinito de que la diferencia en valor absoluto
entre la frecuencia relativa y la probabilidad para el resultado del experimento i, sea mayor
o igual que un numero épsilon infinitamente pequeno, es cero, para todo i resultado
probable del experimento aleatorio.

De esta manera queda formalizada la Ley del Azar o Ley de estabilidad de las frecuencias
relativas que es donde descansa el concepto de regularidad estadistica, base de la Teoria
Frecuentista.

Este Teorema de Bernoulli se usa para determinar el nimero de pruebas necesarias para
que, con una probabilidad dada, se encuentre la probabilidad p a la que tiende la
frecuencia relativa.



1.3 Concepto de probabilidad: axiomas.

“El planteamiento axiomatico de Kolmogorov pone en relacion la teoria de la probabilidad
con la teoria de conjuntos y la teoria de medida y establece una conexion entre el mundo
realy el matematico recurriendo a la base empirica de la teoria frecuentista” (Martin-Pliego)

Se consigue formalizar la regularidad estadistica sobre las regularidades en las frecuencias
relativas de acaecimientos de un suceso aleatorio.

Se denomina suceso elemental a cada uno de los resultados de un experimento aleatorio
y suceso compuesto a los que se generan a partir de los primeros a través de operaciones.
Los sucesos forman parte de un espacio muestral que contiene todos los posibles
resultados del experimento aleatorio.

Las operaciones con sucesos que pueden establecerse son:

e Unidn de sucesos: El suceso C contiene todos los sucesos elementales de Ay de
B.
AUB=C
e Interseccién de sucesos: El suceso C contiene Unicamente los sucesos que
coincidan en los subconjuntos Ay B.
ANB=C

Propiedades de las operaciones de unién e interseccion:

e Conmutativa:

o Paralaunién:Si AUB—— BUA

o Paralaintersecciéon:SiANB—— BNA
e Asociativa:

o Paralaunién:tAU(BUC)=(AUB)UC

o ParalaintersecciontAN(BNC)=(ANB)NC
e Distributiva:

o AN(BUC)=ANB)U(ANC)

o AUMBNC)=(AUB)N(AUC)

Sucesos complementarios: Sea A (Sucede A) se denomina suceso complementario Aal
suceso en el que Ano sucede. La unién de un suceso y su complementario ocupan todo el
espacio muestral E.

Sucesos disjuntos: Su interseccién es el espacio vacio. Sean Siy Sj dos sucesos disjuntos,
cuando ocurre uno no ocurre el otro.

e S5, NS;=0QV,;,;Disjuntos dos a dos

o ™ 1 S; = @ Los nb sucesos son completamente disjuntos

e SiSing§; = (0} Vizjy N, S; = E (E Espacio muestral) = S; forman una particion del
espacio muestral. Esta definicion se amplia para cualquier conjunto infinito
numerable de disjuntos dos a dos.

Establecidas las definiciones basicas de la teoria de conjuntos de lo que es un espacio
muestral y los sucesos que lo componen, se procede a establecer lo que es un espacio
probabilizable, bajo el algebra de Boole o de sucesos.

Sea A una coleccidon de subconjuntos de E (espacio muestral), tal que:



e F€EA
e SiunsucesoS €4 => ?EAy, por tanto
o SUS=E
o EUE=EUQ
o EeA=>0€A
o SiSyS, €EA=>S5,US,€eAyportantoS; NS, €A

Aes un algebra de Boole (Algebra de sucesos) que se denota por Q

Definido el algebra de sucesos se establecen las condiciones que deben ser dadas para
definir la Probabilidad.

Axiomatica de Kolmogorov

1) SeaSunsuceso,, S € Q (siendo Q) el algebra de sucesos) =>P(S) = 0
2) P(E)=1
3) P(US)=XP(S) siSinS;=0Vi#j

Se define espacio probabilistico al conjunto (E, €, P) donde:

e Eeselespacio muestral
e (eselalgebradesucesosy
e Peslamedidade probabilidad

Consecuencias:
1.-SiBc A=>P(B) < P(4)
Demostracion:
P(A) =P(BnA)+P(BNnA), P(AnB) = P(B) porque B esta incluido en A
=>P(A) =P(B) + P(BNnA)=> (B) < P(A)yaque P(BNA) = 0 porelaxioma 1
2-P(S5) <1
Demostracion:
S € E =>Dado que:

= P(S)<P(E)
= P(E)=1

3.-P(S)=1-"P(S)
Demostracion:
SUS=E, P(Sus)=P(E),
sns=g9,,

P(SUS)=P(S)+P(S)=P(E)=1=>P(S) =1-P(S)



1.4 Sucesos independientes y teorema de bayes.

Dos sucesos son independientes si sucedido el primero, la probabilidad de que ocurra el
segundo no se ve modificada.

Se define la probabilidad condicionada de un suceso A sobre otro suceso B como

P(AIB) = w
P(B)
Dos sucesos son independientes si:
P(AnB) = P(A)P(B)
De modo que:

P(ANB) _ P(A)P(B)
P(B) ~  P(B)

P(A|B) = = P(4)

El suceso B no modifica la probabilidad de A.
Teorema de la probabilidad total

= Seand; , i=1,2,....n,nparticiones del espacio muestral de forma que 4; N
Aj =QVi *j
=>» Sea A un suceso perteneciente al espacio muestral

Se puede escribir la probabilidad del suceso A en funcién de las intersecciones de éste
con las diferentes particiones B; del espacio muestral ,,

P(B) = z P(B N 4;)
i=1

Regla de multiplicacion de sucesos:
P(NSy) = P(S1)P(S21S1) * P(S3]S1 N S2) % . P(Sp|S1 NSy N ..onSpq)
Para el caso particular de dos sucesos:
P(ANnB) = P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
Teorema de Bayes:

= SeaA;Vi=1,2,..,nunconjunto de n sucesos mutuamente excluyentes (4; N
Aj = @ Vi # j) con probabilidad distinta de ceroy sea B un suceso cualquiera del
que se conocen las probabilidades condicionales P(B|4;), el teorema de Bayes
permite conocer la probabilidad de cualquiera de los i sucesos A una vez ocurrido
B.

Aplicando el teorema de la probabilidad total al denominador de la probabilidad
condicionaday la regla de multiplicacién al numerador, el teorema de Bayes se define
como:

P(B|A;)P(4;)  P(B|A)P(4;)

PR =—"p@)  ~ S, PBnA

Donde P(4;) son las probabilidades a prioriy P(4;|B) son las probabilidades a posteriori.
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2.1 Variable aleatoria unidimensional

Una variable aleatoria es una realizacion funcional que nos hace pasar del espacio
muestral E a la recta R, esto es, cada fenédmeno aleatorio es modelizado a través de una
variable aleatoria.

Dado (E, Q, P) un espacio probabilistico, llamamos variable aleatoria a la aplicacién
g: (E, 'Q)__) (Rl BR)u

e E eselespacio muestral

e (leselalgebrade sucesos

e Rlarectade los numeros reales

e By es el 0 —algebra de Borel (esto es, contenido en el algebra de sucesos, es la
minima algebra)

Entonces

¢ ((—oo,x]) ={w € E/s¢(w) <x}={c <x}EQ
(—o0, x] definido en el 0 —algebra de Borel
w sucesos del espacio muestral

Por conveccidn se escribe con letras griegas las variables aleatorias y con letras latinas los
valores de la variable (x en este caso).

2.2 Distribucion de probabilidad.

Dado un espacio probabilistico (E, £, P) y una variable aleatoria ¢ se denomina funcién de
distribucién de probabilidad de la variable aleatoria a aquella

F:R—— R

Que asigna a cada x la probabilidad de que la variable aleatoria tome cierto valor de la
variable o cualquiera de los valores a su izquierda.

F(x) = P((—o0,x]) = P(¢7*(—,x]) = P{w € E/¢(w) <x) =P(¢<x)} Vx€eR

También se le denomina funcion de distribuciéon acumulativa y proporciona la cantidad
de masa que hay en el punto x y a su izquierda hasta el extremo inferior.

Esta definicién es la misma tanto para variables aleatorias de tipo discreto como de tipo
continuo.

Propiedades
1.-0 < F(x) <1 Vx € RporserF(x) una probabilidad
2.-F(—») =0

3.-F(0) =1



- Nota: se indica — e o para el dominio general. Se refiere a los extremos inferior y
superior de los valores ordenados de ¢ (variable aleatoria) F(x) = P(¢ < x) V x € I siendo
I elintervalo de la variable aleatoria.

4.-F(x) es monodtona creciente F(x;) < F(x,) si x1 < Xy
5.- Continua por la derecha

6.- Si es discontinua por la izquierda es una variable aleatoria discreta.

2.3 Funcidén de densidad.

Cuando una variable aleatoria viene definida en un conjunto finito o infinito numerable de
respuestas (variables discretas), se puede asignar a cada una de estas respuestas una
probabilidad. En este caso el espacio probabilistico queda definido de tal forma que la
probabilidad inducida F. queda definida como partes del espacio muestral-> se puede
asignar a cada suceso w de E (espacio muestral) una probabilidad P(w) y en ese caso se
estd ante una funcién de probabilidad o funcién de cuantia.

Cuando por el contrario la variable aleatoria queda definida en un espacio infinito no
numerable no es posible asignar una probabilidad a cada infinito valor de la variable
aleatoria pues la masa de un suceso es infinitesimal y su probabilidad en el punto
(probabilidad puntual) es cero. Se debe pues trabajar con densidades y no con masas
puntuales. La probabilidad asi medida sera calculada mediante intervalos y la funcidon que
mide estas probabilidades se denomina funcion de densidad.

De esta forma, las funciones de distribucién de probabilidad (la funcién acumulada) seran:

e Casodevariablediscreta: F(x) = P(¢ < x) = 2*, P(¢ = x;) donde P(¢ = x;) esla
funcion de cuantia

e Casodevariablecontinua:F(x) =P(¢<x) =P(¢<x) = f_xoof(x) dx donde f (x)
es la funcion de densidad

Propiedades

1) f(x)=20 Vx€eR

2) fjooof(x)dx = 1 el 4rea bajo la funcién de densidad en todo el campo de variacién
es 1 por ser 1 el valor maximo que puede tomar una probabilidad. Cuando esto no
se cumple se debe introducir una constante K tal que:

*© 1
kf gx)dx=1=>K =

JZ g(x)dx

De modo que f(x) = K g(x)
3) Lafunciéon de densidad es no negativa. Toma valores positivos sélo en el soporte de
la variable aleatoria

fiR— R

f(x) <0 <=>xe€ Soporte



Y verifica que P(a < x < b) = f;f(x)dx y que la probabilidad en todo el intervalo es la
unidad [, f(x)dx =1

2.4 Caracteristicas de tendencia central y de dispersion.

Las medidas de tendencia central son medidas estadisticas con las que se pretende
resumir un conjunto de valores de una variable a un unico valor, representando un centro
(de ahi sunombre) en torno al cual se sitlan los valores de la variable.

Las medidas de tendencia central mas comunes son:

e Media o esperanza matematica: Generalmente se usan estos dos conceptos de
forma indistinta sin embargo lo correcto es utilizar el término media cuando se
establece esta medida en datos de una muestra a partir de las frecuencias de
aparicion de los valores de la variable y esperanza matematica cuando se desea
obtener el valor en una poblacién de la que se desconocen las frecuencias, pero se
conocen las probabilidades o densidades.

o Media muestral:

Xxn;
n

X =

Donde n; es el numero de apariciones (frecuencia absoluta) del i-ésimo
valory x; el valor de la variable de ese i-ésimo suceso. También puede verse
ni/n=f,como la frecuencia relativa del i-esimo valor.

o Esperanza matematica variable discreta:
E(x) = Z XiDi

Donde pi es la probabilidad (funcién de cuantia) p; = P(¢ = x;)

o Esperanza matematica variable continua:

J- x f(x)dx
INT

Donde f(x) es lafuncion de densidad (INT=en todo el intervalo)

La media o esperanza matematica es uno de los estadisticos mas conocidos y utilizados,
sin embargo, se debe tener en cuenta que no es estadisticamente robusta, dado que se ve
muy afectado por los valores extremos. La media deberia ir siempre acompafnada - al
menos - de una medida de dispersidén sobre la misma con la que se informe de su
representatividad. Otras cantidades que pueden acompafar a este estadistico para
informar de su fuerza informativa son el valor minimo, el maximoy el rango.

Momentos respecto del origen:

A partir de la esperanza se definen los momentos respecto del origen como:

EG™) = a,



De modo que la esperanza matematica es el momento donde r=1, primer momento
respecto del origen.

e Mediana: Es aquel valor que deja el mismo numero de datos a la derechay a la
izquierda; Por tanto, se puede definir también como el valor del percentil 50, el
cuartil2 o el decil 5.

La mediana no se ve tan afectada por los valores extremos por lo que es mas
robusta que la media o esperanza. Ante variables con fuerte asimetria es bueno
acompanar el valor de la media con la mediana dado que la diferencia de valores
entre unay otra dara unaidea de la asimetria de la distribucién. En una distribucién
perfectamente simétrica ambos valores coinciden.

o Enunamuestra
N
>~ Fig

Me=L,_{+=——a

fi

L;_; es ellimite inferior

a es laamplitud

F;_4 es lafrecuencia acumulada anterior al intervalo mediano

f; frecuencia relativa del intervalo mediano

o O O O

En el caso de poblacidn se sustituye la frecuencia acumulada por la funcién de
distribuciény la frecuencia relativa por la funcién de cuantia o densidad.

N | =

o Variable discreta: Es aquel valor tal que P[¢ < Me] = %yP[c > Me] >

o Variable continua: es el valor de x que hace que f_M;f(x)dx =1/2

Moda: es el valor o valores que mas se repiten en los datos (esto hace que realmente
no deba ser incluido de forma estricta en la definicién de tendencia central, aunque
muchos autores lo hagan).

o Variablediscreta:P(¢ = x;) = P(¢ =x;) Vi#j
o Variable continua: Es el valor que anula la primera derivada siendo el valor
de la segunda derivada negativa (esto es, se produce un maximo)

Propiedades de la Esperanza

1.- E(¢) no siempre existe. Existe sélo si [, |x|f(x)dx < o (converge absolutamente) >

INT
si ¢ es acotada E(¢) existe.

2.- La esperanza de una constante es el valor de la constante E(C)=C

3.- La esperanza de la suma es la suma de las esperanzas E(¢; + ¢, + ¢35+ —..+¢,) =
E(s1) + E(s2) + E(g3)+.. +E(gp)

4.-sia<¢<b==> E(a) <E(5) <E(b)
5.-Si¢=>20==>E(¢) =0

6.-Si¢c>a y E(¢) =aentonces¢ =a esunaconstante



7.- La esperanza se ve afectada por los cambios de origenyde escalaE(a¢ + b) = a E(¢) +
b

8.- E(g — E(g)) =0y ademas ), E(gi — E(g)) = 0 la suma de las desviaciones de los
valores de la variable respecto de la media es cero.

9.- Si ¢1,62,63, --,G, SON variables aleatorias independientes e igualmente distribuidas
(vaiid) E(¢1 * 63 * ¢3 * ... ¥ ¢) = E(¢1) * E(¢y) * E(g3) *..* E(gy,) la esperanza del producto
es el producto de las esperanzas.

10.- Momentos respecto a la media: Los momentos respecto a la media se pueden
obtener respecto de los momentos respecto del origen. Sea E(¢) = u y u, el r-ésimo
momento respecto de la media, se define como:

w=E((-m") = Z(—l) (1) HEC™)
k=0

E(Cr_k) = Qr—k
Siendo a , el momento r-ésimo respecto del origen

Medidas de dispersién

Las medidas de dispersién valoran lo centrales que son las medidas anteriores,
concretamente sobre la media y la mediana. De esta manera se puede observar lo
representativo de las medidas de tendencia central.

Dispersion sobre la media (esperanza matematica)

Dado que E(g - E(g)) = (0 para calcular la dispersion respecto del valor de la esperanza
existen varias soluciones.

e Desviacion mediarespecto de lamedia (D3) : Las desviaciones se toman en valor
absoluto para evitar que se anulen Dz = E(|¢ — E(¢)|).
o También existe la medida de dispersion analoga respecto de la mediana
e Varianza (62) : Se elevan al cuadrado las desviaciones para evitar que se anulen.
E(g - E(c)) 2 = 02, es el momento 2 respecto de la media. En funcién de los
momentos respecto del origen quedaria como.

E(C—E(C))2=02=a’2—a’12=ﬂz

La varianza es la medida de dispersion mas extendida pero dado que el resultado que
ofrece no es en las mismas unidades que la variable de estudio sino en unidades al
cuadrado, se obtiene su raiz cuadrada y a dicho resultado se le denomina desviacién tipica
o desviacioén estandar.

o =+/02

La desviacion tipica tiene la ventaja de estar en las mismas unidades, sin embargo, se debe
tener muy en cuenta que, ante distribuciones con mucha asimetria, no es una medida de
dispersion representativa. En casos de distribuciones con fuerte asimetria es mejor usar
medidas mas sofisticadas como la entropia.



Propiedades de la varianza:

1.- La varianza de una constante es cero. V(c)=0

2.- Los cambios de escala afectan a la varianza V(c ¢) = c2 V()
3.-V(ctm) =V() +V(n) £ 2Cov(s,n)

* Caso particular: Si¢ y n son independientes, Cov(g,n) = 0
4.-V(—¢) = V((—l) g) = (=1%)V(¢) = V(¢) La varianza SIEMPRE es positiva
5.- La varianza no se ve afectada por las traslaciones V(a + bg) = b2V ()
Coeficiente de variacion de Pearson

Cuando se desea comparar dos poblaciones con datos distintos de media y varianza o con
unidades distintas o ambas, lo mejor es usar el coeficiente de variacién de Pearson que por
un lado es adimensional (no depende de las unidades) y por otro lado permite comparar la
representatividad de la media en dos poblaciones con datos de media y desviacion tipica
distintas.

o
CVP =—
U

Unvalorcercano a ceroindica que la media es representativa, al contrario, un valor cercano
a 1 indica que la media no es representativa, esto es, la poblacidon no es homogénea, la
dispersién es mayor. Si CVP es mayor que 1 indica alta dispersion.

2.5 Desigualdad de Chebycheuv.

La desigualdad de Chebychev es un caso particular de la desigualdad de Markov.

Desigualdad de Markov

E(g(5))

Plg(s) = k] < Y

k>0
A partir de aqui, sea ¢ una variable aleatoria tal que:
u=E()
a? =V(s)
Cong(s) = (s —u) *yK = K?

E((c—p)?2 2
P[(C—M)ZZkz]g%z%

0.2
Plls—ul 2 k] <75

2

g
Plls—ul<klz1-3



Sihacemos que k = ko

o
P[IC_H|<kU]21—T=1——=1—a

Se usa cuando se desconoce la distribucion de probabilidad de la variable aleatoria ¢y se
conocen u y o de tal manera que se pueden establecer cotas de probabilidad. Cuando k
crece existe poca probabilidad de que se tomen valores fuera del intervalo.

Se usa también para construir intervalos de confianza (se denomina 1 — a al nivel de
confianza, y a al nivel de significacion)
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3.1 Distribucion binomial. Caracteristicas.

Para estudiar un fendmeno aleatorio se asigna un modelo de distribucién que describa
razonablemente bien su comportamiento, para a continuacion, decidir los valores de los
parametros que mejor se ajusten al experimento. De esta manera las distribuciones
siempre van a presentarse en funcién de uno o varios parametros que deben conocerse o
estimarse.

Sea ¢ una variable aleatoria “N° de éxitos (o fracasos) tras n pruebas” de un fendmeno
aleatorio dicotomico (éxito/fracaso). Esta variable aleatoria con una distribucion binomial
se define como un proceso de Bernoulli en n repeticiones independientes, teniendo todas
ellas la misma probabilidad de éxito “p”.

Se trata por tanto de un tipo de distribucién contadora (cuenta eventos bajo una condicién)
y por ello la variable aleatoria es de tipo discreto.

Su espacio muestral son todos los valores entre 0 y n. Su campo de variacion es:
¢:x; Vi=0,12,..,n eNty0
Probabilidad de éxito: p
Probabilidad de no éxito (o fracaso): 1-p=q
¢—— B(n,p)
Sin=1 la distribucion es la de Bernoulli.
Parametros:

n: numero de pruebas (no es realmente un parametro que haya que estimatr, sino elnumero
de pruebas o tamano)

p: probabilidad de éxito

Funcién de cuantia:

Probabilidad de que en n pruebas se den x éxitos

P(g=x) = (Z) p*q "

|
()=t

Funcién de distribucién:

Probabilidad de que en n pruebas haya x o hasta x éxitos

FO) =) Pe=2)
i=1

Esperanza matematica:

E(x) =np



Varianza:

V(x) =npq

Propiedades.

La distribucién de Bernoulli es una binomial de pardmetros n=1, p, por tanto, todo lo que
aqui se indique respecto de la Binomial se traslada a la distribuciéon de Bernoulli haciendo
n=1.

Distribucion de Bernoulli
La distribucion de Bernoulli es un caso particular de la distribucion binomial con n=1
Probabilidad de no éxito (o fracaso): 1-p=q
¢— B(1,p)
Paréametros:
n: numero de pruebas
p: probabilidad de éxito
Funcidén de cuantia:
Probabilidad de que en n pruebas se den x éxitos

1-x

P(¢=x) =p*q

Funcién de distribucion:

Probabilidad de que en n pruebas haya x o hasta x éxitos

FG) =) Pg=2)
i=1

Esperanza matematica:

E(x)=p

Varianza:

V(x) =pq

Partiendo de lo anterior, se puede definir la Binomial como una suma de n distribuciones
B(1,p), tal que,

n
¢—— B(n,p),¢ = Z ¢; cong;—— B(1,p)

i=1



Probabilidad maxima o modal: es el valor de la distribucidon que verifique que

np—q<Mo<np+gq

Propiedad aditiva o reproductiva: La suma de variables independientes binomiales
también es una binomial.

La asimetria de la distribucién aumenta con la diferencia (g-p) y la distribucién es simétrica
para p=9g=0,5

Proposicién:

Sea¢— B(n,p)y n—— B(n,1—-p)==>P(=k)=Pn=n—-k) Vk=01,..,n

3.2 Teorema de Bernoulli.

Teorema de Bernoulli

Sea un suceso A con probabilidad p y sea n el nUmero de pruebas de un experimento
aleatorio, se denomina f a la frecuencia relativa del suceso A que se define:
n;

fi__

n

Sea £ un numero real positivo, infinitamente pequefo, tal que:
£>0(eRY)
Entonces:
7%i_r){}opﬂfi —-pi)=ze)=0V;

El limite en probabilidad, cuando n tiende a infinito de que la diferencia en valor absoluto
entre la frecuencia relativa y la probabilidad para el resultado del experimento i, sea mayor
o igual que un numero épsilon infinitamente pequeno, es cero, para todo i resultado
probable del experimento aleatorio.

De esta manera queda formalizada la Ley del Azar o Ley de estabilidad de las frecuencias
relativas que es donde descansa el concepto de regularidad estadistica, base de la Teoria
Frecuentista.

Este Teorema de Bernoulli se usa para determinar el nimero de pruebas necesarias para
que, con una probabilidad dada, se encuentre la probabilidad p a la que tiende la
frecuencia relativa.

Vamos a desarrollar este teorema a partir del uso de la distribuciéon binomial:

Sea ¢—— B(n,p), se considera una nueva variable aleatoria funcién de la anterior tal que

y = % que cumple que:



EQ _mp_

E(y) =
) =P
V() npqg  pq
W=7 =0 =
Considerando la desigualdad de Markov:
Elg(¥)]
Plg(r) = kl = — 9 y k>0
Haciendo
9 = (r —p)?
k = g2
prq
E[-p)?l V) 57 _pq Pq
—_ 2 2 < = = L = —_—= —_ > < —
Ply —p)*z €%l < 2 2 =2z Ply—p) 2el<

Cuandon—— o tenemos que P[(y —p) =e]—-—>0=> lim P (%) =p

n—-—-oo

El teorema de Bernoulli nos dice que se puede emplear% para estimar la probabilidad de p
cuando n—— oo. Realmente n va a ser siempre finito, pero se puede determinar un nimero
para n de modo que % esté comprendida entre (p —€) y (p + €) con una probabilidad
grande.

2
. . pq _ pP—D .
Si se desconoce p, que la necesitamos para calcular — = ———elmaximo va a aparecer
ne ne

haciendo la primeray segunda derivada parcial respecto de p

op\ ne? ne?
9% (p—p?\ -2
Sl et ) < 0 =>max
op?\ ne? ne?
11
rqg 22 _ 1

ne? " ne?2  4ne?

Por lo que el teorema de Bernoulli se puede expresar como

rq 1
Plly—p| el <—=<
ly—pl 2] < ne?  4neg?




3.3 Ajuste de una distribucion binomial.

Para estudiar un fendmeno aleatorio le asignamos un modelo de distribucion que describa
de forma razonable su comportamiento.

La propuesta de asignacién de un modelo tedrico que ajuste los datos observados se hace
tras una tarea de exploracién y descripcién de las observaciones.

El modelo propuesto es en realidad una familia de distribuciones con una misma funcién
cuya forma, posicién y dispersidn que define a unas y otras depende del valor del
pardmetro o parametros que se asignen al modelo.

Los parametros son valores que definen el modelo sobre la familia de distribuciones de ese
modeloy estan estrechamente relacionados con sus momentos (un método de estimacioén
de los mismos es precisamente la estimacién por momentos).

Cuando se tiene una muestra se puede querer saber si la distribucion de frecuencias de la
misma se ajusta a una binomial. Es importante notar que, aunque la binomial se define
como B(n,p) n no es un parametro sino el numero de pruebas y no hay que estimarlo en
sentido paramétrico (se puede estudiar el valor necesario para una probabilidad dada, pero
no se estima).

Los parametros de la binomial son B(n,p) por lo que se debe estimar el valor de estos.

Teniendo en cuenta que el valor esperado de una binomial es E(¢) = u, vamos a estimar el
valorde u

X x;n;
N

ﬂ = f =
Si queremos ajustar a una B(m,p) donde se verifica que
X

Otro método para estimar el valor de p es el de estimacion por maxima verosimilitud:

Sea B(m,p) la distribucion de una variable aleatoria ¢ donde se toma una muestra
aleatoria simple (m.a.s) de tamafio n:

Pc=x)=(})p*(1—p)"*

Leip) = 1_[ (Jrcll) pZ¥i(1—pyrmIx

i=1
n
n
LogL(x;p) = ELog (xi) +2xi Logp + (nm - in) Log (1 —-p)
i=1
dLogL(x;p)  Xx; (nm—Yx) L XX X
dp p 1—p nm m



Llegando al mismo resultado que con el método de los momentos. Es un estimado
6ptimo (sin sesgo y de varianza minima) ya que iguala la cota de Cramer-Rao podemos
decir que es eficiente.

Se calcularan las probabilidades de B(m,p) con los parametros estimados tal que:

Pic=x) =} )p*—pm=>

Obteniendo las frecuencias tedricas n;;, se compararan los resultados de éstas con los que
ofrecia la muestra (frecuencias muestrales) de modo que si las diferencias no son grandes
se podra afirmar que la muestra se distribuye binomialmente.

Se puede hacer una prueba de bondad de ajuste como el Test Chi-cuadrado y;_,_; donde
k son las clases y r el nUmero de pardametros (en este caso Unicamente es uno, p).

=1Id

(frecuencias observadas — valores tebricos) ?
Xk-r-1= T =
r valores tedricos

Ese valor Id se compara en una tabla y,_,_; donde k-r-1 son los grados de libertad; de tal
forma que si el valor de lo anterior supera el valor de la Chi-cuadrado de la tabla se rechaza
el ajuste.

3.4 Aplicaciones.

Ejemplos: Hombre/mujer, Trabajador/no trabajador, Siniestro/no siniestro, fraude/no
fraude

1) Ladistribucidon binomial se utiliza cuando:

e Fendmeno aleatorio es dicotdmico (éxito/fracaso)

e |Lavarianza es inferior a la media (distribucién infradispersa)

e Setratade unavariable aleatoria contadora (pertenece al conjunto de numeros
naturales positivos mas el cero)> cuenta el nimero de éxitos/fracasos en n
pruebas

2) Estadistribucién pertenece a la familia paramétrica exponencial:

f(x; 8) = h(x)B(0)eQ@R®)

Esto permite su uso en Modelos Lineales Generalizados donde su funcién link candnica es
la logaritmica (Regresion logistica: modelos logit, modelos probit)

3) Pertenece a la familia de la clase (a,b) de distribuciones, una forma funcional que
permite generar secuencias de forma iterativa de probabilidad correspondientes a
una distribucién particular (Algoritmo de Panjer)

4) En mixturas con la distribucién de Poisson (también contadora) genera la
distribucion de Hermite.

3.5 Distribucion binomial negativa.

La distribucion binomial negativa define la variable aleatoria ¢ > N° de éxitos tras el r-ésimo
fracaso. Es por tanto una funcién contadora.

¢—— BN(r,p)



La probabilidad de una secuencia con k fracasos y r-1 éxitos antes del éxito r-ésimo sera:

P g p =p"q"

Pero dado que los r-1 éxitos previos y k fracasos previos que se pueden producir pueden
aparecer en diferente disposicion.,

(r—1+k)! — _
l:! (r —+1)! - (k +]: 1) = (_1)k( kr)

Quedando pues definida la funcién de cuantia como:

(k +]7('— 1)pqu

O también como:
() = ke ()

Esta dltima forma es por la que recibe el nombre de binomial negativa.

Para k=0,1,..,n
Esperanza:
rq
E(c) =—
p
Varianza:
rq
Vi) ==
p2

1) Ladistribuciéon binomial se utiliza cuando:
e Se quiere contar el nUmero de ocurrencias de sucesos raros tras un nimero
determinado de no sucesos.
e Setratade unavariable aleatoria contadora (pertenece al conjunto de numeros
naturales positivos mas el cero)
2) Estadistribucién pertenece a la familia paramétrica exponencial:

f(x; 8) = h(x)B(0)eQ@R®)

Esto permite su uso en Modelos Lineales Generalizados donde su funcién enlace candénica
es la logaritmica.

3) Pertenece a la familia de la clase (a,b) de distribuciones, una forma funcional que
permite generar secuencias de forma iterativa de probabilidad correspondientes a
una distribucién particular (algoritmo de Panjer)

4) Se usaen modelos Zero-truncados ZTBN (truncados por 1 — P(¢ = 0))

5) La BN puede tener distintas parametrizaciones, una de ellas es la que se puede
obtener como una composicion de la funcién Poisson con una Gamma

¢—— P(1)

A==y(a1)



BN(r,p = )

1+a

En ocasiones, sobre todo en el mundo asegurador, se usa esta composicidon que suele
parametrizarse de la siguiente manera buscando el nimero de siniestros (fracasos) siendo
a el tiempo que transcurre entre uno y el siguiente (Gamma como generalizacion de la
distribucion exponencial).

B(a,B)

Enestecasop = 4

Y la funcién de cuantia queda determinada como:

Pe=0=("""Y () (125)

La esperanzay varianza se obtienen igual que en lineas anteriores teniendo en cuentap =
1

146

3.6 Distribucién geométrica. Distribucion hipergeométrica.
Propiedades.

Geométrica

La distribucién geométrica es un caso particular de la distribucion binomial negativa
cuando ésta tiene el parametro r=1, de tal forma que

¢ = N%de fracasos antes del primer éxito—— G(p)

Se realizan experimentos de Bernoulli sucesivos de probabilidad p de tal forma que se
busca la probabilidad de que aparezca por primeravez el suceso “éxito” tras r fracasos, esto
es, que aparezca un éxito tras r fracasos.

P(c=1)=q"p
Parar=0,1,2,...,K
Esperanza:
q
E(g) =~
p
Varianza
q
Vi) ==
p2

Al contrario que la binomial, la distribuciéon geométrica no verifica la propiedad aditiva ya
que la suma de muchas variables aleatorias distribuidas como una geométrica no siguen
una distribucién geomeétrica, en su caso la distribucién resultante serd una binomial
negativa.

Tiene la caracteristica de la falta de memoria, de tal forma que:



e Si se aplica en experimentos de repeticion de un fendmeno, ninguna
observacién condiciona la posterior

e Si una variable aleatoria toma valores enteros no negativos y cumple con la
probabilidad de falta de memoria, esta variable se distribuye como una
distribucion geométrica.

Hipergeomeétrica
Una distribucion hipergeométrica
¢—= H(N,n;p)

Donde ¢ N° de individuos con la caracteristica x de una muestra aleatoria sumple de n en
una poblacién de tamano N

P=N
=N
Funcidén de cuantia:
Np\( Nq
(DG
P(g=x) =X =X
()
Esperanza:
E(c) =np
Varianza:
—-n
Vv =
() =y —{mpa

Cuandon—— o, H(N,n; p)—— B(n,p) siempre quep = % permanezca estable.

La distribucién Hipergeométrica es un caso particular de la distribucién de Polya (o
distribuciéon de contagio) con un pardmetro de contagioc = —1

*** Nota final: no se han incluido graficas que pertenecen a cada una de estas
distribuciones por poder localizarse facilmente en cualquier manual de estadistica basica,
pero se recomienda su inclusion si en alguna de las preguntas del ejercicio inicial se pide
la descripcion de alguna de estas distribuciones.
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Distribucion de Poisson: Caracteristicas.

Se dice que una variable aleatoria describe una distribucién de Poisson de parametro
A cuando su probabilidad queda definida por la siguiente distribucién de cuantia

p e )X

(c=x)=—17

Tomando todos los valores enteros positivos
x€NtUO0

Es una distribucién de probabilidad, por tanto, de tipo discreto y contadora. Se usa para
estudiar la probabilidad de ocurrencia de sucesos raros, pero requiere de muestras
homogéneas para su aplicacidn, ya que una de sus caracteristicas es que su media es igual
a su varianza, por lo que no admite sobredispersion.

Esperanza:

E(c)=41
Varianza:
Vi) =2
Valor modal
1—-A<Mo<2A

Cumple con la propiedad aditiva o reproductiva:

Sean ¢;¢, ...¢,, variables aleatorias independientes igualmente distribuidad ¢;—— P(4;)
entonces

n
§= g1+t PA= ) 1)
i

Distribuciones condicionadas:

Sean ¢,y ¢, variables aleatorias independientes igualmente distribuidad ¢;—— P(4;)
(i=1,2) entonces la distribucién de la variable aleatoria ¢; condicionada por la variable
suma ¢; + ¢, es na distribucién binomial.

§1 Ay

— = B(y,
CG1+¢ =V A+,

)

Aproximacioén a la Normal:

Como la suma de variables aleatorias independientes igualmente distribuidas que siguen
una distribucién de Poisson es, como se ha indicado, una Poisson con pardmetro la suma

de los parametros. Cuando 1 > 5 se puede considerar que la P(1)~N(4,v1)



Distribucién de Poisson como limite de la binomial.

Sea ¢ una variable aleatoria B(n,p) con un valor de p muy bajo y un valor de n muy alto, en
el que ademas np = A siendo 4 constante, en ese caso se puede aproximar la distribucién
binomial B(n,p) a una Poisson(A).

Si cada intervalo es una Bernoulli (ocurre/no ocurre), la suma de los intervalos es una

. . t
Binomialp = c cuandon—— oo

e—ct (Ct)x

lim (Z) pXq"* = por

n—oo
ct=21

¢Cuando se puede entender que p es pequefa? Algunos autores indican que cuando p <
0,01 pero también existen autories que indican que la aproximacién es buena si se cumple
que<0,1 y np<5.

El valor de A puede estimarse a partir de ny p conocidos estimando p a partir de la media
de una muestra de valores observados.

También, como cualquier parametro de distribucién, puede estimarse mediante por
maxima verosimilitud.

Ajuste de una distribucion de Poisson.

Para estudiar un fenémeno aleatorio le asignamos un modelo de distribucidon que describa
de forma razonable su comportamiento.

La propuesta de asignaciéon de un modelo tedrico que ajuste los datos observados se hace
tras una tarea de exploraciéony descripcidn de las observaciones.

El modelo propuesto es en realidad una familia de distribuciones con una misma funcién
cuya forma, posicidon y dispersion que define a unas y otras depende del valor del
parametro o parametros que se asignen al modelo.

Los parametros son valores que definen el modelo sobre la familia de distribuciones de ese
modeloy estan estrechamente relacionados con sus momentos (un método de estimacion
de los mismos es precisamente la estimacién por momentos).

Para ajustar a una Poisson en primer lugar se debe estar ante una variable de tipo contador
y se requieren datos homogéneos. Si se cumple lo anterior y ademas en la muestra se
observa que la media y la varianza muestrales son practicamente iguales, se puede
suponer que estamos ante una distribuciéon de Poisson.

Dibujado el histograma se aprecia una cadencia.

Si n es muy grande el histograma ira tomando la forma de campanay en ese caso el ajuste
mas correcto serd a una N (4, \/7)

Se estimara el valor de A mediante verosimilitud o bien atravésde Al =np =>p = %donde

es el tamafno de la muestra y X la media muestral. El resultado a partir del método de
maxima verosimilitud es el mismo.



n
AXi

xl-!

LX; ) =e™™

i=1

n n
Ln(L(X;1)) = —nA+ Ln 12 X; — 2 Ln x;!
i=1 i=1
on(LX; D) T _
aA A
92Ln(L(X; 2 n
M =—=< 0
021 X
Verifica la condicién de maximo. Y como se queria demostrar, el EMV es precisamente la
media muestral:

n

i—1Xi a

=1 —
_— = )=x

n

Unavez estimado el valor del parametro se calculan los valores tedricos y se comparan con
los valores que se observan en la distribucién de frecuencias de la muestra. Cuanto menor
sea la diferencia, mejor sera el ajuste.

Se puede hacer un test de bondad de ajuste como es el Test Chi-cuadrado y;_,_; donde k
son las clases y r el nimero de parametros (en este caso Unicamente es uno).

(frecuencias observadas — valores tebricos) 2 1d

Xk-r-1 = -
fe-r=1 valores tedricos

Ese valor Id se compara en una tabla y,_,_; donde k-r-1 son los grados de libertad; de tal
forma que si el valor de lo anterior supera el valor de la Chi-cuadrado de la tabla se rechaza
el ajuste.

Aplicaciones.

Se aplica cuando se trata de sucesos raros, esto es con una probabilidad de ocurrencia
muy pequefa en cada observacion, se trata de obtener probabilidades de que ocurra el
suceso tras un numero muy grande de observaciones, por este motivo se ha usado
tradicionalmente en la estadistica actuarial no vida.

SeusaenlaTeoriade Colas para modelizar la distribucién de las llegadas a un determinado
lugar donde se iran formando colas.

La distribucion de Poisson es contadoray por ello puedo tomar cualquier valor positivo y el
cero, sin embargo, la probabilidad de que tome valores cada vez mayores decrece de forma
aceleraday la mayoria de la probabilidad se acumula en los primeros valores (depende del
valor del parametro, obviamente). Su distribucién es escalonada.

Cuando en la forma de su distribucién el cero tiene la mayor masa, estamos ante
distribuciones de tipo Poisson zero-truncadas.

Esta distribucién pertenece a la familia paramétrica exponencial:



f(x; 8) = h(x)B(0)eQWR®)

Esto permite su uso en Modelos Lineales Generalizados donde su funcidn link canénica es
la logaritmica, permitiendo modelizar A a partir de variables independientes y ajustar dicho
valor al riesgo. En ese caso A = E(N) valor esperado del nimero de siniestros, el modelo
GLM se modela con funcion link logaritmica como:

L) = fo + ) fix
i=1

La distribucion de Poisson requiere de homogeneidad en los datos de la poblacion.

Compuesta con una Gamma (1—— G(a, )) resulta una Binomial negativa, que admite mas
dispersion.

Igualmente se puede considerar que A se distribuye como una Inversa Gaussiana (r=-0,5)
obteniendo una Binomial Negativa Extendida y Truncada (BNET)

Distribucion exponencial.

La distribucion exponencial, un caso particular de la distribucion Gamma, es una
distribucion continua que representa el tiempo transcurrido entre un sucesoy el siguiente.
Su parametro es A. Para valores t>0

f(t) =1e M

Su generalizacién a la Gamma (4, k) sera el tiempo transcurrido hasta la presencia de k
acontecimientos

2 —Atyk—1
frkzme t
Su funcion de distribucion es:
x
Fx)=1—-e 2
Esperanza:
E(x)=2
Varianza:
V(x) = A?

Por su parte, el nUmero de acontecimientos que pueden ocurrir en el intervalo de tiempo
sigue una distribucion de Poisson P(At). La exponencial como generalizacién de la Gamma
cuenta el tiempo transcurrido o espacio necesario para la presentacién de 1 suceso
(tiempo entre dos sucesos).

La generalizacion a n sucesos es otro caso particular del a Gamma, la distribucion de
Erlang (muy usada en teoria de Colas), G(n, nl).



La Gamma (y por tanto la exponencialy la Erlang) pertenecen a la familia exponencial

f(x; 8) = h(x)B(0)eQWR®)

**\/éase el apartado de la binomial negativa en el que se compone una Poisson con una

Gamma.

*** Nota final: no se han incluido graficas que pertenecen a cada una de estas
distribuciones por poder localizarse facilmente en cualquier manual de estadistica basica,
pero se recomienda su inclusion si en alguna de las preguntas del ejercicio inicial se pide
la descripcién de alguna de estas distribuciones.
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Distribucién normaly log-normal. Caracteristicas.

Normal

Se dice que una variable aleatoria describe una distribuciéon Normal de parametros
[t, 0 (U, 0 € Ro > 0)]sisufuncion de densidad es:

1 1(@)2

f&) =

Es una variable continua.

Esta distribuciéon es la que mayor aplicacién tiene en el calculo de probabilidades y en
inferencia. Es la que se usa generalmente para establecer intervalos de confianza y su
importancia la pone de manifiesto en el teorema central del limite:

“Si en un experimento aleatorio el resultado es el efecto de un gran nimero de causas
aleatorias elementales e independientes y cada una cuantitativamente insignificante, el
resultado global es aproximadamente Normal”.

Se denomina también campana de gauss por la forma de su grafica, aunque fue De Moivre
quien establecid la expresion matematica, Gauss junto a Laplace la obtuvieron de forma
empirica estudiando la distribucion de los errores de medicion.

Fl&) = ——e 5
g) = e 2b
bV2m
Su funcién de distribucion es:
* 1 _1(u-_u)z
F(x):P(g<x):f e 2V o/ du
0o V2mo

Muchas distribuciones tienden a ésta cuando crece el tamafio de la muestra (o poblacién).
Propiedades

1. Es continua en toda la recta real

2. Essimétricarespecto del parametro u, estoes f(u+1t) = f(u—t)

3. Nunca toma el valor cero, pero cuando x>+, tiende al eje 0X (asintotas
horizontales)

Jim_£(0) = lim £(x) =0

4. Es estrictamente creciente six< pu
5. Es estrictamente decreciente si x> u
6. Maximo en x= =
) Y=
. .z — 1
7. Puntos deinflexion en u + o, donde toman elvalory = o
8. Convexasi|x| <u—oycéncavasilx|>u—oa
9. Esperanza:
E(¢) =u
10. Varianza



V() =0

11. Asimetria: Nula en la distribucion normal (perfectamente simétrica) (13 es el tercer
momento respecto la media)

__H3
Vl—g

12. Curtosis: Nula en la distribucion normal (i, es el cuarto momento respecto a la
media)

13. En unadistribucién Normal las distancias intervalicas son las siguientes:
a. (u £ o) se encuentra aproximadamente el 68,26% de la densidad de la
distribucion
b. (u £ 20) se encuentra aproximadamente el 95,45% de la densidad de la
distribucion
c. (u £ 30) se encuentra aproximadamente el 99,73% de la densidad de la
distribucion

Sien una muestra se pueden ajustar los datos a una Normal esto va a permitir dar intervalos
mas preciosos que los que se obtienen con la desigualdad de Chevichev.
14. Propiedad aditiva o reproductiva:
Sea ¢;— N(u;,0;) si tenemos una distribuciéon y=a+ Y bic;— N(a+
L bjuj, |biai)
N(0,1)

Si se tipifica la variable (se le resta la media u y se divide entre su desviacion tipica o, se
obtiene la N(0,1) que suele llamarse Z. Esta distribuciéon es sumamente importante para la
estadistica, especialmente cuando no se disponia de tecnologia suficiente para trabajar
con la N(u, o) para hallar P(X<x).

LogNormal
Sin=e‘y¢—— N(u,0),entoncesn—— LogN(u, o)

Es el resultado de un numero elevado de causas independientes y con efectos
multiplicativos y teniendo cada una de las causas efectos despreciables respecto del
global.

Elcampo de variacion den € Rty {0}

La distribuciéon tiene forma de campana con asimetria positiva, cola hacia la derecha,
siendo mas leptocurtica cuanto mas pequefia sea g y mas platicurtica cuanto mas grande
seaa.

Aplicaciones: Prediccion de seismos, precio de acciones (Blacks-Scholes), patrones de
abundancia de especies.



Se conoce como distribucidon de McAlister o ley de efecto proporcional por considerar que
es el resultado de un numero elevado de causas independientes con efectos positivos y
que se componen de manera multiplicativa y cada una de esas causas tiene un efecto
despreciable respecto al global.

Funcién de distribucion:
G)=P(n<y)=P(eS<y)=P(sc < Ln(y)) = F(Ln®))
Funcidén de densidad:

1 1 _ny-w?

= - e 207
9») WorT

Esperanza:
e—,u+%az
Varianza:
(eaz _ 1)ez,u+02

Ajuste de una distribucion normaly log-normal.

Para estudiar un fenédmeno aleatorio le asignamos un modelo de distribucidon que describa
de forma razonable su comportamiento.

La propuesta de asignaciéon de un modelo tedrico que ajuste los datos observados se hace
tras una tarea de exploracion y descripcion de las observaciones.

El modelo propuesto es en realidad una familia de distribuciones con una misma funcién
cuya forma, posicién y dispersién que define a unas y otras depende del valor del
parametro o parametros que se asignen al modelo.

Los parametros son valores que definen el modelo sobre la familia de distribuciones de ese
modeloy estan estrechamente relacionados con sus momentos (un método de estimacion
de los mismos es precisamente la estimacién por momentos).

Tanto en la Normal como en la LogNormal sus parametros son y, o.

Se estimaran los parametros por maxima verosimilitud o por el método de los momentos.
En elcaso de la Normal el estimador maximo verosimily por momentos del parametro u es
la media muestral sin embargo en el caso del segundo parametro, la varianza poblacional
su estimador maximo verosimil, si se conoce u ,no es la varianza muestral ya que el mismo
depende de py no de la media muestral. En el caso de que se desconozcan ambos, el
estimador es la varianza muestral. No obstante, es mejor usar como estimador de la
varianza poblacional la cuasivarianza muestral si n no es muy grande, dado que la varianza
muestral es un estimador sesgado, cosa que no pasa con la cuasivarianza muestral.

Dados los datos de una muestra, si el histograma presenta una forma acampanada
aproximadamente se puede tratar de ajustar la misma a una distribucién normal. Ademas,
se tendran en cuenta las siguientes caracteristicas para ajustar a una distribucion normatl:

e Se buscara que la media muestral, la mediana muestral y la moda muestral sean
aproximadamente iguales.



e Se buscara que el coeficiente de asimetria y curtosis en la muestra sean
aproximadamente nulos.
e Enun QQ-plot se buscara que la nube de puntos esté cercana a la bisectriz.

En el caso de la lognormal, el ajuste se intentara cuando la forma acampanada tenga
asimetria positivay cola a la derecha, por tanto. Ademas, la LogNormal se tratara de ajustar
cuando la variable de la muestra tenga un campo de variacion positivo (y cero).

En cualquiera de los dos ajustes el primer paso es estimar el valor de los parametros. De
forma puntual se pueden estimar por el método de la maxima verosimilitud o el de los
momentos. En estas distribuciones cualquiera de los dos métodos hacen que los mejores
estimadores de u, 0 sean la media muestral para el primer parametro y la cuasidesviacion
tipica para el segundo.

Estimados los parametros se calcularan los valores tedricos bajo la distribucién candidata
y sus resultados se compararan con los valores muestrales que ofrece la distribucién de
frecuencias.

Se puede hacer un test de bondad de ajuste como el Test Chi-cuadrado y;_,_; donde k son
las clases y r el numero de parametros (en este caso Unicamente es uno, p).

(frecuencias observadas — valores tebricos) ? 1d

Xk-r-1 = —
T valores teodricos

Ese valor Id se compara en una tabla y,_,_; donde k-r-1 son los grados de libertad; de tal
forma que si el valor de lo anterior supera el valor de la Chi-cuadrado de la tabla se rechaza
el ajuste.

Test de Kolmogorov-Smirnov, muy habitual para test de normalidad, basado en la
discrepancia méaxima en valor absoluto entre la distribucién tedrica y la observada.

Test de Shapiro-Wilks: Relacionado con la PP-plot, mide el ajuste a la recta.

Importancia de la distribucion normal en la estadistica.

Es la distribucion limite de muchisimas sucesiones de variables aleatorias, tanto discretas
(binomial, Poisson) como continuas. Esto queda demostrado a través del Teorema Central
del limite “Si en un experimento aleatorio el resultado es el efecto de un gran numero de
efectos aleatorios elementales independientes y cada uno cuantitativamente
insignificante, el resultado global sigue una distribucidén aproximadamente Normal.

Esta distribucién pertenece a la familia paramétrica exponencial:
f(x; 8) = h(x)B(0)eQ@R®)

Esto permite su uso en Modelos Lineales Generalizados donde su funcidn link canénica es
la funcién identidad y de ésta se obtiene el caso particular de Regresién Lineal Ordinaria,
muy usada en la estadistica, en series temporales, en modelos econémicos aditivos en los
que a partir de una serie de variables se trata de explicar otra.

La desventaja de la Normal es que al ser simétrica no es buena candidata a la modelizacién
de variables como salarios, cuantia de siniestros, etc.... donde existen muchos casos (alta
densidad) en valores bajos y casos con poca probabilidad, pero de valores muy altos que
no deben ser desdefiados (y que en un ajuste simétrico se pierden).



Su propiedad reproductiva (aditiva) y las distribuciones que derivan de la misma son
aplicadas al muestreo, a la inferencia estadistica (intervalos de confianza y contrastes de
hipotesis)

Teorema central del limite

Sea una sucesion de variables aleatorias {¢,} = ¢4, ¢2, ..., ¢, converge en probabilidad a una
variable aleatoria ¢ si

lim P(¢, <x)=P(c<x)
n——-oo

En todos los puntos donde Fc(x) = P(¢ < x) es continua. Esta caracteristica se denomina
convergencia en distribucién y se denora como

D
Sn ¢

—_—

El Teorema Central del limite nos informa del comportamiento de las sumas aleatorias
independientes e igualmente distribuidas, no necesariamente como una Normal, de modo
que sea {¢,,} una sucesion de variables aleatorias igualmente distribuidas con media u y
desviacion tipicao lasuma S, = ¢; + ¢, + -+ + ¢, verifica que

E(i 6) = 2 Eg) =
i=1 i=1

V(i &) = Z V(s = no?
i=1 i=1

ELTCL dice que cuando n es grande, la variable sigue aproximadamente una N(0,1):

Yic1 6 — EQiZ 60 _ Yim1 6 —np _ C—u

VEELLs) ovn g

Teorema de Moivre-Laplace (aproximacion de probabilidad de binomialy Poisson conuna
Normal)

Este teorema indica que si ¢—— B(n, p) cuando n—— o

¢—np
v 1Pq

Como extension a este teorema se generaliza a una Poisson si n es muy grande, de talforma
que:

—— N(0,1)

P(M)—- N(1,V2)

soA_ N(0,1
\/z ) )




*** Nota final: no se han incluido graficas que pertenecen a cada una de estas
distribuciones por poder localizarse facilmente en cualquier manual de estadistica basica,
pero se recomienda su inclusion si en alguna de las preguntas del ejercicio inicial se pide

la descripcion de alguna de estas distribuciones.
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Distribuciones derivadas de la normal.

Las distribuciones derivadas de la normal estan disefiadas para asignar medidas
probabilisticas a la variable aleatoria que aparecen en la estimacién de parametros de
distribucion tipo. En estas distribuciones no importan tanto sus momentos u otras
caracteristicas como su relacién con la Normal.

Distribucion X2 («ji cuadrado»).
Sea
¢i—> N(0,1)

Sea

n

nn=c%+c%+-~+c%=2c?

i=1

Entonces se define la distribucion chi-cuadrado (o ji-cuadrado) como:
== XA

Una Chi-cuadrado con n grados de libertad (DF). Los grados de libertad se refieren al
numero de variables que intervienen.

Su esperanza es igual al numero de variables, esto es, a sus grados de libertad (n) y su
varianza a dos veces la esperanza (2n).

Propiedad aditiva:

La y2 tiene la propiedad aditiva, de modo que si tenemos m variables aleatorias
independientes igualmente distribuidas como 2

2 2 2
Xnyr Xngs o Xnpy

m
Xa, + xn, +otam = Zx%i —= xR
i=1

m
N=an’

i=1

Convergencia en distribucién (aproximadamente n>30)

X2 — —n——> co—> N(n,2n)

/2)(,21 —n——> ow—> N(/2n—1,1)

En este segundo caso la varianza no depende de n.

La forma de su distribucidon es asimétrica positiva.



Aplicaciones
Para inferencia, se usa esta distribucion:

e Para contrastes de bondad de ajuste

e Pivotes en la estimacién de la varianza de una poblacién normal (o la desviacion
tipica)

e Contrastes no paramétricos como estudios de independencia o estudios de
homogeneidad en tablas de contingencia

e Asicomo para cualquier inferencia sobre desviaciones al cuadrado.

Para inferencia se usa
P(x2>k)=a

Siendo « el nivel de significacion.

Relacidn con otras distribuciones:

Esta distribucidn se particulariza en una Gamma cuando.

2 n
XnNG(E'Z)

Distribucion t de Student.

La distribucién t de Student es una distribuciéon con forma acampanada como la Normal
pero mas platicurtica y con colas mas largas por lo que presenta mayor dispersion y esto
es muy util cuando se quieren hacer inferencias cuando se desconoce el valor de la
varianza poblacionaly usamos como estimador la cuasivarianza muestral.

La t de Student se define como

Soi

n
\J n

Donde ¢y;—— N(0, o) esto es, normales centradas.

t, =

Si hacemos que sean & »N(0,1)y{ = x2
L& & _¢&
= — -
L |a ﬁ
n n n
n+1 —(n+1)/2
r(*5 )( tz)

1 —_
e\

Su funcién de densidad es

Para —oo <t < o



Caracteristicas.

Es simétrica respecto al origen P(t, > x) = P(t, < —x) Vx

Sus extremos son (-2, -2) y (2, +®) aproximadamente.

Convergencia

La t de Student converge a una N(0,1) cuando la n crece (aproximadamente n<30)
Esperanzay varianza

Su esperanza es 0 cuando n=2. Para n=1 la media no existe

En el caso de la varianza es

n
Vitn) =——

Cuando n23. Si n es menor, la varianza no existe.
Aplicaciones

La aplicacion mas importante es en inferencia sobre la media poblacional cuando la
varianza es desconocida y en muestras de tamano pequefio.

En regresion se usa para el contraste de variables una a una
Hy = B;

asi como en analisis ANOVA para cada una de las medias tomadas individualmente

Hy = p;

Distribucion F de Snedecor.

Sean dosvariables aleatorias independientes igualmente distribuidas como Chi-cuadrado,
con ny m grados de libertad respectivamente, tales que:

X - xh
Y - xh
Entonces se define la distribuciéon F de Snedecor como:

X/n _ 2/
Y/m xi/m

';_>Fn,m=

Esperanzay varianza
E(c) = —~ > 2
$)= m-—2 m

2m?(n+m-—-2) .
V(C):n(m—4)(m—2)2 sim>4




Se cumple que
P(Fom <x)=1—P(Fpn>x)=1-a
Siendo « el nivel de significacidony 1- a el nivel de confianza.

Se puede reescribir como:

Fl,m = trzn
Aplicaciones
e Paraelanélisis ANOVA bajo la hipotesis Hy = puy =ty = - = Uy
e Para la significacion global en un modelo de regresion Hy = 8, =, = - =

e Inferenciaen razén de varianzas de una poblacién Normal

Caracteristicas e importancia de estas distribuciones en la practica
estadistica.

En los apartados de cada una de las distribuciones descritas se han ido indicando las
caracteristicas de estas distribuciones y las aplicaciones mas relevantes en la practica
estadistica.

*** Nota final: no se han incluido graficas que pertenecen a cada una de estas
distribuciones por poder localizarse facilmente en cualquier manual de estadistica basica,
pero se recomienda su inclusion si en alguna de las preguntas del gjercicio inicial se pide
la descripcidn de alguna de estas distribuciones.
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Distribuciones multidimensionales.

Si el resultado de un experimento se materializa en la ocurrencia de dos o mas
observaciones conjuntas, simultdneas, estamos ante una variable aleatoria
multidimensional; ahora se miden n caracteristicas.

Consideramos el espacio de probabilidad (E, Q, P) y en él n variables aleatorias £, ¢5,.., &,
elvectorZ = (&1,&,,..,&,) es unavariable aleatoria n-dimensional.

La probabilidad inducida de una variable aleatoria n-dimensional se define como sigue,

SeaZ: (E,Q,P) - (R" Bgn) unavariable n-dimensional se define la probabilidad inducida,
se define la probabilidad inducida en (R", Bgn) como:

P.(B) =P(¢X(B)) V B € By
El espacio de probabilidad inducida queda (R", Bgn, F,)
Distribucién conjunta de una variable aleatoria n-dimensional

Sea Z = (&1, ¢,,..,&,) una variable aleatorioa n-dimensional cuyo campo de variacién es
—o<x; <o Vi=12,..,n

Funcion de distribucion (generalizacidn)

F(x1, %3, ) %) = P(§1 S X1,82 S Xp, 0, § S %)

Propiedades:

e F(—00,—0,..,—0) =0 vy F(x;,—%,...,x,) = 0 Esto es., con una Unica que sea
igual a —oo, la funcién de distribucién conjunta es 0.

e F(o0,00,..,,0)=1

e F(Z) es mondtona no decreciente en cada variable

e F(Z) es continua por la derecha en cada variable (o argumento)

e F(Z)=0 (positiva) por ser probabilidades

Caso particular bidimensional: Funcién de distribucién

F(x,y)=P(-o<¢<x; —0o<n<y)=P(E=<x;n<y)

Variables discretas

Una variable aleatoria n-dimensional es discreta si el conjunto de valores que toma es finito
o infinito numerable.

Se denominara funcién de probabilidad o cuantia (discreta) conjunta a la funcién

P(g1 = X1; G2 = X35 e G = Xp)

Su funcidn de distribucion conjunta sera

F(xq, %3, 00, Xp) = Z P(¢1 = X1; G2 = X35 56 = Xp)

En todo su dominio (existiria un sumatorio para cada una de las n variables).



Variables continuas

Es aquella variable aleatoria cuyos componentes son variables unidimensionales de tipo
continuo.

Su funcidn de distribucion conjunta sera

X1 Xy Xn
F(xl.xz,---.xn)=f ff f(61,62:5--,6p)dg1d 5. dgy

Como en el caso unidimensional no existe la probabilidad en un punto por lo que de querer
conocer la probabilidad en un intervalo sera dicho intervalo el que se usara en los extremos
de las n-integrales.

Distribuciones marginales y condicionadas.

Sea Z = (¢41,62,--,6,) Una variable aleatoria n-dimensional, se presentan dos tipos de
distribuciones derivadas:

e Ladistribucion marginal: Surge de ignorar n-1 variables de las que integran Z
e Ladistribucidon condicionada: Supedita el comportamiento de un conjunto de unas
sobre otras

Distribucion marginal n-dimensional
Generalizacion

Al tomar el intervalo completo de cada una de las n-1 variables que se quieren ignoratr, el
valor de su funcidén de distribucién es 1.

Fi(x1) = P(¢1 < x1,63 < 0, ..., 6 < ) = F(xq,, ..., )

FZ(xZ) = P(C1 < ®, ¢ SxZ""'Cn < OO) =F(00,x2,___,00)

Fy(x,) = P(¢y < 0,65 <00, ...,6, < 00) = F(00,00, ..., Xx,)
En el caso particular bivariante
Fi(x) =P(c<x; n <) =F(x,0)
F,(y) = P(¢ <o0; n<y) =F(,y)

Variables discretas

X1 © © X1 X1
F(xy,00,...,00) = z z z P(sy; =x;) = z Pinm..w = Z Pi

i1=1 ig=1 ip=1 i1=1 i1=1
[ee) [ee) Xn Xn Xn

Fa(t) = F(0,00,..,) = > > > Pl =%) = ) pan.i= ) P
i1=1 i2=1 iTL=1 ln=1 ln=1



Caso particular bivariante

B () = F(6,0) = ) pia
i=1

y
F,(y) = F(oo,y) = Zp.j
j=1

Variables continuas (generalizacion)

X1 oo o X1
F(xq,00,...,0) =f f f f(x1, %2, 0, Xp)dx,dx, ...dx, =f f(x)dx,

o 0 Xn Xn
F (o0, 00, ...,x5,) =f f f f(x1, %2, 0, Xp)dx,dx, ...dx, =f f(x)dxy,

Distribuciones condicionadas

Surgen cuando en una distribucidn conjunta se establece una condicién sobre una de las
variables (o un conjunto de ellas sobre otro conjunto).

La distribucién incondicional expresa el comportamiento probabilistico de una variable
cuando las otras estan sujetas a ciertas condiciones, por ejemplo, variando el intervalo
dado.

Se va a desarrollar primero el caso bivariante para posteriormente generalizar. Se parte de
la definicion de la probabilidad condicionada:
P(ANB)

P(A|B) =
(A1) = =5 55
En el caso discreto y atendiendo a lo que se ha indicado en lineas anteriores

Ple=xn=y) _py
P(m=1y) Puj

Plc=xn=y)=

Pc=x,n=y) pij
P=yle=x)=—F""7 =p#
- 1A |

Funciones de distribucién bivariantes, discretas

Flxily)=P(c<x;In=y) =

i=1

Py

y
Fyjlx) = P(n < yj |s = x) =Z :
jzlpl.



Generalizacion n-dimensional y de variable continua

ff; f;xso f_x:of(xll-XZl ---:xn)dxldeJ ey dxn

f_xfo“ fffo” f_x:of(xq_,_l,xq_'_z, ...,xn)dxq+1dxq+2, wdxy

F(xl, Xy s Xq|Xq41) Xg 420 o) xn) =

Momentos.

Momentos respecto del origen- conjuntos y marginales

Se explican a partir de los casos particulares bidimensionales pudiendo extenderse hasta
n dimensiones.

Esperanza

Si se escribe Z = (¢4, 63, ., ¢,) traspuesta (como matriz columna)
¢1

()

Y
Sn

¢1 E(s1)
¢ E(g2)
E@) = | ¢, |=| 5y
Cn E(gn)

La esperanza de una matriz es la matriz de las esperanzas.

Caso particular bidimensional

Por definicidn el r-ésimo momento respecto al origen es el valor de la Esperanza de la
variable elevado ar. Dado lo que se ha indicado anteriormente y particularizando a dos
variables, se escribiria:

U = E(T, ™)
Se observa rapidamente que:
Ai,0 = E(c'n®) = E(5)
a1 =E(%n") =EMm)
Esto es, las esperanzas de las distribuciones marginales y en el caso siguiente
a1 =E(ch,n") = E(sn)

el valor esperado conjunto



Teorema de la existencia de a;

Si existen los momentos marginales de segundo orden respecto del origen
Az0 = EG®)y Qo2 = E(®m*)

existe ay ; = E(¢n)

Demostracion
(c+m?=c2+n2+2m =0

¢?+n? = |2¢n|

2 2

+n
2

¢

> |¢n|

Tomando esperanzas

1
E(enh) <5 (EG*) +E®*) <o
Converge absolutamente, luego E(¢n) existe porque esté acotada superiormente.

Lo anterior se generaliza a n variables teniendo en cuenta la matriz de esperanzas
inicialmente expuesta.

Esperanza conjunta: Caso continuo

Sea f., (x,y) la funcion de densidad conjunta de una variable bidimensional

E(sn) = f f_ xy fen(x, y)dgdn

Esperanza conjunta: Caso discreto

E(n) = i i xyP(¢=xm1=1y)

X=—00 y=—00

Por otro lado, si ¢y n son variables aleatorias independientes, entonces

E(sn) = E(Q)E(m)

Momentos respecto de la media- conjuntos y marginales

Caso continuo

o] o] [ee]
ﬂrﬂ’z wIn=Coo S oo Joo (1= 11) 1 (X2 =) 2. (X =) T f (X1, X2, X0 ) AX 1 A X5 A Xy



Caso discreto

Hriry.my = Z Z Z (e — 1) (g — 12)"% oo (X — UR)™ (61 = X145 G2 = X5 oee G = Xp)

Caso particular bidimensional

Sea f., (x,y) la funcion de densidad conjunta de una variable bidimensional

Caso continuo

Hrs= (22 %2 (x=11)" —p2)*F (xy)dxdy

Caso discreto

Urs = Z (x—w)" "y —w)’P(sc =x;n=1y)

Casos particulares:

Varianzas marginales
H2,0 = V()

Uo2 = V(n)

Varianza conjunta

Uzp = V(gn) = E ((C - a1,0)2(77 - “0,1)2) = Ug,nz

Covarianza

Uy = E ((C - ‘1’1,0)(7] - aO,l)) = Cov(¢,n) = Oenp = 1,1 — X1,0%0,1

Su signo indica el sentido de la relacién que puede existir entre las variables
Cov(g,n) > 0—— relacidn directa
Cov(¢,n) < 0—- relacidén indirecta

Teorema de la existencia

Si existen E(¢?) y E(n?) existen los momentos anteriores y por tanto las varianzas
marginales también, luego existe a; ; = E(¢7)



Matriz de covarianzas

2
0'1'1 0'172 - O-l,Tl
_ 2
=031 033... Oyp
2
Opn1  Opz e Opn

e Lamatrizde covarianzas es simétrica g; ; = 0j;
e Sudiagonales elvector de varianzas conjuntas
e Y > 0esnonegativa

Sea C # 0 unvector de constantes de orden (n,1)
C'EC=CE(Z-wWEZ-w)C=ECZ-WZ-wC)=EC (Zs-w*) =20

(Z — W(Z — )t Escalares

Positiva por estar al cuadrado

e Siexiste dependencia lineal entre las variables aleatorias ¢; del vector Z entonces
la matriz X es estrictamente positiva.

e Siog;j =0g; = 0Vi+ jentonces X es diagonal siendo su traza
n

— 2 _ 2
tr(¥) = Z O = O¢1+¢p+.+6n
i=1
e Si¢4,69,..,¢, SON estadisticamente independientes X sera diagonaly su traza es la
misma que en el punto anterior.

Esperanza condicionada

Vamos a estudiar el caso particular bidimensional. Dada una variable aleatoria
bidimensional (¢, 7n), se define la esperanza condicionada de ¢ dadon = yyden dado¢ =
X como:

EGn=y)= zxiP(c =xin=y)

i=1
E(l¢=x) = EyiP(n = Yyilg = x)
i=1

Si son discretas y como:

[ee)

E(cly = y) = f X fum (xy)dx

o)

EQrls = x) = f Y fycl0dy

Si es continua.

Se puede generalizar a cualquier transformacion de x:

EGsln =) = ) g@P(s = xiln = »)
i=1



o]

Ecly = y) = f 900 fupy Cely)dx

Y analogamente para la otra variable.

La esperanza condicionada tiene una interpretacién y es que la esperanza condicionada a
un valor fijo, como una constante, supone corresponder con el valor marginal de la
esperanza de la variable siempre que las variables sean independientes.

EGln=y) =EX)
E(mlg=x)=EW)
Ademas, esto se cumple de forma iterativa
E(EGIn =y)) =EX)
E(EMls=x) =E)

Coeficientes de correlacion.

El coeficiente de correlacion lineal entre dos variables aleatorias ¢, 7 se define como

p= I
O¢0p

La covarianza de las dos variables entre el producto de sus desviaciones tipicas
marginales.

El signo de p viene del signo de la covarianza y tiene el mismo significado.

Cuando p es negativo las variables estan incorreladas linealmente. Si es 1 la correlacion
lineal es perfecta (directa o indirecta segun el signo)

La correlacion lineal no implica independencia estadistica. Pero si hay independencia, la
correlacion lineal sera cero.

Independencia.

Diremos que dos variables son independientes a través de las funciones de distribucion
condicionadas, si:

F(x/y)=F(x) y F(y/x)=F(y)
Se podra escribir que:
f(x,y)=f(x)f(y)
F(X.,y)=F(x)F(y)
Consecuentemente:
EGln=y) =E(x)
E(mlg=x)=EW)

Asi mismo como consecuencia de lo anterior Ocn = 0 lo reciproco no se puede afirmar.



EJERCICIO 1
Estadistica

Tema 8. Regresion lineal simple. Hipotesis:
Propiedades. Estimacion. Contraste de hipotesis.
Prediccion.

Esta publicacion no tiene caracter oficial, se trata de material didactico cuyo objeto es
servir de apoyo en la preparacion de la oposicién al Cuerpo Superior de Actuarios,
Estadisticos y Economistas de la Administracionde la Seguridad Social. Esta
documentacion es orientativa y no es exclusiva ni unica para el correcto desarrollo de los
temas. Tampoco vincula al érgano convocante ni al Tribunal actuante. Los errores o
desactualizaciones que pudieran contenerse en la documentacion no seran imputables a
la SESSP, debiéndose atender en todo caso a la legislacion vigente publicada en el Boletin
Oficial del Estado.

Aviso: La SESSP se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por el uso
lucrativo de esta informacidn. Queda prohibido expresamente la comercializacion o venta
del presente material.
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Regresion lineal simple.

La regresion lineal es un caso particular de los modelos lineales generalizados (GLM)
cuando la funcion link es la identidad y la distribucién del modelo es la Normal, que
pertenece a la familia exponencial.

f(x; 8) = h(x)B(6)e?™R®)

A través de un modelo se trata de explicar el comportamiento de una variable aleatoria en
funcion de otra (regresion lineal ordinaria simple-RLOS) u otras (regresion lineal ordinaria
multiple- RLOM) en el caso en el que la relacidn entre una y otra(s) sea de tipo lineal.

En el caso de RLOS el modelo se describe
Yi = Bo + Bix; + €
y; es la variable dependiente, variable objetivo o variable respuesta

Bo es el término independiente, no depende de ninguna variable y contiene toda la
informacidén que no es explicada por el resto de variables indenpendientes o los errores

B1 es el parametro que acompanfa a la variable independiente o explicativa. Su signo nos
dird la relacion entre la variable respuestay la explicativa.

Bo v B1 son los coeficientes del modelo
x; es la variable independiente o explicativa

€; es el término que recoge los errores

Hipotesis: Propiedades.
e Ausencia de multicolinealidad:

La multicolinealidad se da cuando existe alta correlacidn entre variables
independientes. En el caso de la regresidn lineal simple, al hacerse un modelo
sobre una Unica variable independiente, no existe problema de multicolinealidad.

Cuando se trata de regresion lineal mdltiple la alta correlacion entre variables
explicativas puede causar que el modelo estime de forma errénea, por lo que es
necesario hacer analisis de correlacion dos a dos antes de proponer variables al
modelo (se vera en el tema de regresion lineal multiple).

e Normalidad de los errores con desviacion tipica constante (homocedasticidad; lo
contrario es heterocedasticidad) ¢; = N(0, o)

e Independencia de los errores E(€; €;) = 0 Vi # j
Si no se da esta independencia puede hacer perder eficiencia de los estimadores
del modelo. Una forma de verificarlo es a través del test de Durbin-Watson (estudio
de laincorrelacion de los estimadores)

Y(e; —e;_1)?

Yef
0<d<4
Si d=2 o aproximadamente 2 indica que no hay correlacién entre los residuos.

d =



Si es mucho menor que 2 indica una correlacidn positiva, mientras que si es mayor
que 2 indica que la correlacidn es negativa. Valores por encima de 3 o debajo de 1
pueden dar lugar a subestimar el nivel de significacién del modelo.

En muchas ocasiones se aplica un modelo RLO sin verificar previamente el cumplimiento
de las hipétesis, lo cual puede llevar a conclusiones desacertadas.

Otras cuestiones a tener en cuenta:

e En la muestra posibles datos ausentes: Si una variable tiene muchos datos
ausentes no deberia entrar en el modelo. En ocasiones las variables que recogen,
por ejemplo, en una encuesta, datos econémicos, vienen sin dato o con un dato
poco fiable. Si el nUmero de ausentes es bajo se pueden imputar valores para que
podamos usar la variable en el modelo. La imputaciéon de valores tiene que ser
teniendo en cuenta que el valor imputado, si es puntual, deberia ser robusto (no
una media, por ejemplo, mejor una mediana) e idealmente se pueden imputar
valores haciendo uso de otro modelo de regresidon teniendo como respuesta la
variable sobre la que queremos imputar valores (siempre que no sean demasiados
0 generara una evidente multicolinearidad en la regresidén en la que ésta sea
explicativa)

e Enla muestra posibles outliers que sean realmente errores y no outliers (una edad
de 903 anos, por ejemplo)

Por ello antes de iniciar cualquier modelizacién se debe trabajar previamente con el
conjunto de datos y hacer un estudio exploratorio y descriptivo de cada una de las
variables de forma univariante y posteriormente bivariante para cada par de
explicativas y entre cada explicativa y respuesta. También puede ser recomendable
hacer un analisis multivariante y valorar si recoger el efecto de un conjunto de variables
explicativas en un unico factor si se ha detectado que existe correlacién entre ellas o
crear clases (cluster) y hacer distintos modelos para cada clase que serd mas
homogénea que el total de las clases.

Variables categdricas (alfanuméricas): Crear dummys

Ademas, es necesario que aquellas variables que sean categéricas se pasen a n-1
dummys de sus categorias esto es, si una variable tiene como respuestas posibles {A,
B, C, D}, se deben crear 3 variables con respuesta [0,1] que informen de la presencia o
ausencia de A, la primera, de B la segunda, etc. De una de ellas no se crea dummy ya
que si las n-1 categorias customizadas (dummy) tienen como respuesta 0, significa que
la ultima tiene como respuesta 1y dicha informacién aparecera recogida en el término
independiente.



Estimacion.

Nuestro objetivo es estimar el valor de los coeficientes de tal manera que el resultado de ¥,
se aproxime o se ajuste lo mas cerca posible a y; de estructura desconocida.

Los coeficientes son funciones de los valores muestrales.

Estimacion por MCO (minimos Cuadrados ordinarios)

Sy
Po=y-pX=y-—%
X

S,

pi=2

1 S,?

Distribucion de los estimadores

Los coeficientes siguen una distribucion normal cuando se conoce la desviacion tipica
poblacional.

N —U 1 —fz

Bo = N(Bo, — + Sf)
v O
Bl (ﬁl’sxﬁ)

Estos estimadores son insesgados, consistentes y eficientes.

La covarianza entre los coeficientes nos da la relacién entre los estimadores.

1
Cov(Bo, p1) = —X—
An
Si se conoce o (desviacion tipica)

o _Zel _Z0i—9)* _SCE
n n n

Los intervalos de confianza seran P (Z > Zg) = %
2

fZ
+ —
52

—

Bo € [BotZ 1

]

2
Vn

S]]

o

— 1
BLE[BL1EZ ﬁg]

N[

e S, eslacuasidesviacion tipica
e neltamano de la muestra

e Za eselvalorde lavariable tipificada N(0,1) para una significaciéon de “/2
2

e x eslamedia muestral



En el caso de que se desconozca la desviacion tipica (que sera lo habitual y que es el
supuesto bajo el que trabajan los software estadisticos), ésta se estimara por la varianza
residual (es la varianza de los residuos)

gizszzzel?:f.(%’—}”\t)z: n (52 — S,%y
R™n—-2 n—2 n—2"7 S2

Y se verifica que

SR - tn—z

el (n—2)S§ 2
o2 = o2 — Xn-2

Los intervalos de confianza para los coeficientes quedan como (P (tn_z > tg) = %
2

72
x
Bo € |Bo £ ta

\/_
1€ [Py + t“S_l]
N

Y sera con la t de Student con la distribucion que se verificaran las hipétesis del contraste
para cada uno de los coeficientes (uno en el caso de RLOS)

Descomposicion de la variabilidad y analisis de correlacién

Denominando:

SCT Suma de cuadrados total SCT = Y.(y; — ¥)?

SCE Suma de cuadrados de los errores SCE = Y.(y; — 3,)*
SCR Suma de cuadrados de la regresion SCR = Y.(9; — y)*
SCR=SCT-SCE

Cuando y; —» y; SCR>SCT

Se denominara razén de correlacidn al cociente entre la variabilidad explicada por la
regresion entre la variabilidad total.

SCR _SCT—SCE _ . _SCE_ . X0i=5)

R? = = —1— —
SCT SCT SCT Y —y)?

Dividiendo numerador y denominador por n



Otra forma de expresarlo es:

_SCR SCR/n Z(yi_y)z/n 0'}%

2_ = = = —_—
scr SCT/, Xi—¥)?*/n of

En el caso de que la regresion sea lineal, esta razon coincide con el coeficiente de
determinacién (Sustituyendo por las estimaciones de 5, y 1)
2
Sxy
SZ52

R? =

Siendo su raiz cuadrada el coeficiente de correlacion lineal:
p= WV R4 =

No tiene dimensién, toma los valores siempre entre -1y 1 (siendo -1 correlacidon perfecta

inversa y 1 correlaciéon perfecta directa). Si existe independencia su valor es cero (el
reciproco no tiene por qué ser cierto)

Sy
S,S,

Contraste de hipotesis.
En el contraste de la regresion se trata de valorar la siguiente hipotesis:
Hy=>p,=0
Hi=>p;#0
Siendo el estadistico de contraste
_Bi-b

Sk
nS?

——th2

Siendo el intervalo de confianza, como se ha indicado antes:

Sl
B €[Br % tgﬁg]

Asi mismo teniendo en cuenta:

P(t >t)_a
n-2 %_2

Siendo el estadistico de contraste

Se rechaza sit > t,,_;_4 a un nivel de significacion a. La variable va a ser significativa en
cuantot = 12



Este valor t tendra asociada una probabilidad que se denomina p-valor. Cuanto mayor sea
t menor serd el p-valor. Cuando el p-valor sea menor que a es porque el valort = +2. Un
coeficiente con un p-valor cercano a cero hara que se rechace la hipétesis nula y que por
tanto se admita que la variable de dicho coeficiente es significativa en el modelo.

Otro contraste para valorar el modelo es sobre la relacion de dependencia entre x e y; si el
coeficiente es cero eso significa que la pendiente de la recta es cero y por tanto no existe
relaciéon de dependencia entre x e y, por tanto, x no puede explicar y por ello también se
puede establecer que:

H0:>p:0

Siserechaza la Ho los datos son consistentes con unarelacion lineal, aunque podrian tener
otro tipo de relacidon (esto no implica que no puedan tener relaciones de otro tipo). Si se
acepta entonces la relacidn entre las variables o no existe o si existe, no es lineal.

En este caso, el estadistico de contraste es:

RVn —2
" 1ln2
v1-—R?

O También

R%?(n—2)

1—R2 = Fin-

En el caso de que la hipdtesis se haga sobre un valor concreto del coeficiente,

Hy =>p = po

Se usa la transformacion de Fisher:

7 1L <1+R) NlL
= — e d g
2""\1-R GLn

Prediccion.

Estimados los coeficientes la prediccion consiste en ver qué respuesta se obtiene y; al ir
dando distintos valores a x; que se multiplicaran por el valor del coeficiente estimado (mas
el término independiente estimado)

En un analisis de datos y proposicién de modelo se suele usar un porcentaje (ej. 80%) de la
muestra para hacer el modelo y el 20% restante para validar el mismo y se comprueba si al
meter nuevos datos el modelo sigue funcionando. Se realizara una pila de comprobaciones



como contrastes de bondad de ajuste, estudio del coeficiente de determinacién,
comprobar si existe sobreajuste, etc.

Para observar el ajuste que tiene la prediccién sobre el modelo se estudian los residuos.

Estudio de residuos

ei=Yi—Bo—Bixi=Yi — N
Se pueden estandarizar dividiendo e; por una estimacion de s desviacion estandar.

Sirven para detectar outliers, puntos palanca asi como la influencia de otras variables
explicativas que no se hayan tenido en cuenta. También ayudan a observar si existe
heterocedasticidad, patrones temporales, etc.

Los residuos que se observan fuera de las lineas de puntos (que indicarian los limites del
intervalo de confianza) son outliers y pueden ser ademas puntos palanca (leverage).

Otra grafica que puede observarse es la de valores predichos frente a residuos
estudentizados (tipificados con la cuasidesviacion tipica). Estas graficas nos ayudan a
visualizar y diagnosticar el modelo bajo las medidas de la t de Student, ademas de ver si
existen puntos leverage, cuanto mas alejados estén los valores resultantes del eje de
coordenadas (cero) mayor el valor del residuo y por tanto mas probable que sean valores
leverage. Se puede pedir, con un software estadistico, se listen aquellas observaciones de
la regresion donde en valor absoluto, sus residuos estudentizados sean mayores que 2.

rResidual
RiSludent
a
RSludent
wn
o
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Otro grafico que nos ayuda a ver si el modelo es bueno es el de la D de Cook, con él se mide
la distancia que provoca cada observacidn respecto del modelo planteado, esto es, puntos
palanca.



El valor mas bajo de la D de Cook es el cero y cuanto mas se aleje de éste, mas influencia
tiene esa observacion en el modelo (mas efecto palanca). ELumbral se suele establecer en
4/n siendo n el numero de observaciones utilizadas. Con un buen software se puede pedir
que se listen todas las observaciones que superan ese punto.

2k+2 . .
Generalmente una palanca con un valor mayor de Tdebe estudiarse y examinarse

pormenorizadamente (k es el numero de predictores, en regresion lineal simple 1, y n el
numero de observaciones).

En la siguiente grafica se observan 3 puntos palanca con fuerte influencia.
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Una medida muy relacionada con la D de Cook son los DFFITs. Estas medidas combinan la
informacién sobre los residuos y los puntos palanca el total de los coeficientes (las betas).
El umbral para DIFFITs se establece en 2\/k_/n (k numero de predictores, 1 en regresion
lineal simple, y n numero de observaciones). Cuanto mas cercano a cero sea el valor,
menor influencia tiene dicha observacion sobre el modelo.

Para considerar de forma mas especifica coémo influyen las observaciones en cada
coeficiente, se estudia la medida DFBETA y se crea para cada uno de los coeficientes (1 en

elc asod e regresion lineal simple). ELumbral ahora sera 2vn
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Tema 9. Regresion lineal multiple: Hipotesis.
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Esta publicacion no tiene caracter oficial, se trata de material didactico cuyo objeto es
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Estadisticos y Economistas de la Administracionde la Seguridad Social. Esta
documentacion es orientativa y no es exclusiva ni unica para el correcto desarrollo de los
temas. Tampoco vincula al érgano convocante ni al Tribunal actuante. Los errores o
desactualizaciones que pudieran contenerse en la documentacion no seran imputables a
la SESSP, debiéndose atender en todo caso a la legislacion vigente publicada en el Boletin
Oficial del Estado.

Aviso: La SESSP se reserva las acciones legales que pudieran corresponder por el uso
lucrativo de esta informacidn. Queda prohibido expresamente la comercializacion o venta
del presente material.
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Regresion lineal multiple

La regresion lineal es un caso particular de los modelos lineales generalizados (GLM)
cuando la funcion link es la identidad y la distribucién del modelo es la Normal, que
pertenece a la familia exponencial.

f(x; 8) = h(x)B(6)e?™R®)

A través de un modelo se trata de explicar el comportamiento de una variable aleatoria en
funcién de otra (regresion lineal ordinaria simple-RLOS) u otras (regresion lineal ordinaria
multiple- RLOM) en el caso en el que la relacidon entre unay otra(s) sea de tipo lineal.

En el caso de RLOM el modelo se describe

K
yi=PBo+ Z.Bixij T €
=1

y; es la variable dependiente, variable objetivo o variable respuesta

Bo es el término independiente, no depende de ninguna variable y contiene toda la
informacién que no es explicada por el resto de variables indenpendientes o los errores

[; es el parametro que acompafa a cada variable independiente o explicativa. Su signo nos
dira la relacién entre la variable respuesta y la explicativa.

Bo y las B; son los coeficientes del modelo

xi; es la variable independiente o explicativa

€; es el término que recoge los errores

Matricialmente se expresa como

Y=XL+e€

Hipotesis

nzk+1 y rango(X)=k+1 (siendo k el numero de predictores, betas, y n el nUmero de
observaciones)

Ausencia de multicolinearidad:

La colinearidad indica que hay variables explicativas que son combinacion lineal
de otras explicativas que estan en el modelo.

Cuando se trata de regresion lineal multiple la alta correlacion entre variables
explicativas puede causar que el modelo estime de forma errénea, por lo que es
necesario hacer analisis de correlacién dos a dos antes de proponer variables al
modelo (se vera en el tema de regresion lineal multiple). La colinearidad perfecta
de las variables impedira calcular los estimadores de las betas dado que (X'X)
resulta ser singular.

Una alta colinearidad vuelve muy imprecisas las estimaciones y puede hacer que
variables que son importantes y significativas, no lo parezcan.



Es importante por tanto revisar, antes de aplicar un modelo RLOM, un analisis de
correlacidn bivariante entre cada una de las variables candidatas a ser explicativas.
Si dos variables candidatas a ser explicativas estdan muy correlacionadas se debe
elegir una u otra o bien buscar una nueva variable, transformada de las anteriores,
para el modelo.

Se puede conocer si el modelo tiene multicolinearidad estudiando la inflacién de
la varianza del factor (VIF), de modo que si el valor de ésta es mayor a 10 se indica
que existe multicolinearidad. La medida de tolerancia es 1/VIF y en ese caso se
revisara cuando TOL>0,1. Estos valores se deben pedir al software con el que se
esté estudiando la posibilidad de aplicar un modelo RLOM. Ademas, se podra pedir,
segun lo potente que sea el software, que se estudie lo anterior incluyendo y no
incluyendo el término independiente.

Autovalor max

TOL =1.=
¢ Autovalor Min

e E(€)=0Vi=12,..,n

o V(e = o2 —> homocedasticidad (varianza constante de los errores) Vi = 1,2, ...,n
Si la heterocedasticidad es baja no hay problema, si es alta puede ser debido a la
omisioén de alguna variable que contiene informacién importante.
En caso de heterocedasticidad la prueba t de Student pierde potencia.
Graficamente se puede apreciar homocedasticidad mediante la ausencia de
patrones en las graficas de residuos (si hay patron pensaremos que existe
heterocedasticidad). Ademas de la prueba grafica es necesario hacer contrastes de
homocedasticidad (Test de Goldfeld y Quandt, de Breusch y Pagan, Test de White,
prueba de Levene ..).

A través del coeficiente de correlacion de Pearson para cada par de variables
explicativas se observan susrelaciones. La matrizde correlacién debe tenervalores
+1 en la diagonaly lo més préximo a cero en el resto de la matriz.

Graficamente se observa con los llamados Scatter-plot o grafico de dispersién, que
debe presentar ausencia de patrones lineales entre las dos variables explicativas
que se observan. Esto significa que un par de variables puede tener una relacion
pero que esta no sea lineal.

Por el contrario, el scatter-plot debe presentar algun tipo de patrén o relacién lineal
entre cada explicativa y la que se pretende explicar.

. Cov(ei, Ej) = 0 porque los errores son independientes

Si no se da esta independencia puede hacer perder eficiencia de los estimadores del
modelo. Una forma de verificarlo es a través del test de Durbin-Watson (estudio de la
incorrelacion de los estimadores)



2(e — ei—1)2
Yef

0<d<4

d =

Si d=2 o aproximadamente 2 indica que no hay correlacion entre los residuos.

Sies mucho menor que 2 indica una correlacion positiva, mientras que si es mayor que
2 indica que la correlacion es negativa. Valores por encima de 3 o debajo de 1 pueden
dar lugar a subestimar el nivel de significacion del modelo.

Como €;—~ N(0, ) Normalmente distribuidos, la matriz de varianzas-covarianzas es, por
tanto, diagonal

I = Cov(€;, €) = a?l,
Siendo [, la matriz identidad de orden n.

En muchas ocasiones se aplica un modelo RLO sin verificar previamente el cumplimiento
de las hipotesis, lo cual puede llevar a conclusiones desacertadas.

Otras cuestiones a tener en cuenta:

e En la muestra posibles datos ausentes: Si una variable tiene muchos datos
ausentes no deberia entrar en el modelo. En ocasiones las variables que recogen,
por ejemplo, en una encuesta, datos econémicos, vienen sin dato o con un dato
poco fiable. Si el nimero de ausentes es bajo se pueden imputar valores para que
podamos usar la variable en el modelo. La imputaciéon de valores tiene que ser
teniendo en cuenta que el valor imputado, si es puntual, deberia ser robusto (no
una media, por ejemplo, mejor una mediana) e idealmente se pueden imputar
valores haciendo uso de otro modelo de regresiéon teniendo como respuesta la
variable sobre la que queremos imputar valores (siempre que no sean demasiados
0 generara una evidente multicolinearidad en la regresién en la que ésta sea
explicativa)

e Enla muestra posibles outliers que sean realmente errores y no outliers (una edad
de 903 anos, por ejemplo)

Por ello antes de iniciar cualquier modelizacion se debe trabajar previamente con el
conjunto de datos y hacerun estudio exploratorioy descriptivo de cada una de las variables
de forma univariante y posteriormente bivariante para cada par de explicativasy entre cada
explicativa y respuesta. También puede ser recomendable hacer un analisis multivariante
y valorar si recoger el efecto de un conjunto de variables explicativas en un Unico factor si
se ha detectado que existe correlacion entre ellas o crear clases (cluster) y hacer distintos
modelos para cada clase que sera mas homogénea que el total de las clases.

Variables categdricas (alfanuméricas): Crear dummys

Ademas, es necesario que aquellas variables que sean categoéricas se pasen a n-1 dummys
de sus categorias esto es, si una variable tiene como respuestas posibles {A, B, C, D}, se
deben crear 3 variables con respuesta [0,1] que informen de la presencia o ausencia de A,

3



la primera, de B la segunda, etc. De una de ellas no se crea dummy ya que si las n-1
categorias customizadas (dummy) tienen como respuesta 0, significa que la ultima tiene
como respuesta 1y dicha informacién aparecera recogida en el término independiente.

Estimacion. Propiedades.

Matricialmente, los predictores se estiman:

B = (XX) 1 (xtY)

ﬁ es combinacion lineal de las componentes del vector Y, por lo que se distribuye segun
una variable aleatoria normal

Llamando u;; a los elementos (i, i) de la matriz (la diagonal)
Ugp Uo1 Uok
(XtX)~1 = Up U1 Ugk

Ugo Ug1 Ugk

Bi > NBioJuy) Vij=1,..k

Luego la estimacion del modelo se escribe matricialmente como:

Y =Xxp
Teniendo en cuenta que:
E(B)=p
Los coeficientes representan el efecto de la variable explicativa sobre la variable

explicada, su signo informa sobre la relacién directa o inversa y miden el cambio esperado
en la respuesta ante pequenas variaciones en las variables explicativas:

ﬁi—a_xi )

Y la matriz de varianzas-covarianzas de los predictores es
%5 = Cov(BiB;) = o> (X" X)™*
Estimacion de la varianza de los residuos
Sea
e=Y-Y

2 _ E(ete)
n—k—-1



Por lo que el estimador es:

efe Y'Y —B'X'Y
n—-k—-1 n-k-1

Si=¢6%=

Teniendo en cuenta que

— 2
Loo=t i en

Coeficiente de determinacion: R cuadrado

Es el cociente entre la variabilidad explicada por la regresion (SCR) y la variabilidad total
(SCT)

SCR _X0: —9)°
SCT X —¥)*

D=9 =) 0i- 97 +ie3 =D Gi=9P+ ) 0=
i=1

SCT—SCE _ . _SCE_ . 30i—3)
SCT ——~ SCT X —-»?

R? =

R? =

Matricialmente:

BX'Y —ny?  Y'XB —ny?
YtY —ny2 Yty —nj?

R? =

R cuadrado ajustado

Al aumentar el numero de regresores (predictores) este coeficiente aumenta ya que
disminuye la variabilidad no explicada. Este incremento nos puede confundir. Debe existir
una relacion entre el numero de observaciones y el de predictores ya que es muy sensible
alosvalores de nyde k. Se usa entonces el “R cuadrado ajustado” que penaliza el nUmero
de variables regresoras que se incluyen en el modelo, ajustandolo a los grados de libertad
(observaciones).

- Zl 16 Tl—l
Sl b e (L

~
N

n_lz(yl-—y)z

Coeficiente de correlacidon parcial

Se hace entre pares de variables independientes una vez se han eliminado en ambas
variables los efectos debido al resto.



En un conjunto con X3, X;, X3 ... X} el coeficiente de correlacion parcial entre X;, X, se
denotari,3 k

e En primer lugar, se calcula una regresion lineal entre X; respecto del resto de
variables distintas de X,, donde los residuos seran e;.3_

e Secalculalarectaderegresion de X, respecto delresto de variables distintas de X;
donde los residuos seran e;.3

e El coeficiente de correlacién parcial entre X1, X, es el coeficiente de correlacion
lineal simple entre las variables e;.3 V€23 k

Por su parte para calcular el coeficiente de correlacién parcial entre la variable respuesta Y
y cualquiera de las regresoras X; se utiliza el estadistico de contraste indivivual de la t
respecto a la variable X;

_

B
t = vVi=12,..,k
Sr+/Cii
Obteniendo:
2
lei-c = zt—l

Donde(C =1{1,2,..,i —1,i + 1,..,k}elconjunto de indices de todas las variables regresoras
excepto el que ocupa precisamente el i-ésimo.

Contraste de hipotesis.

Contraste global
Hy=>p,=0VI=1,..,k

La hipdtesis alternativa es que al menos uno de los predictores es distinto de cero, en cuyo
caso el modelo se sera globalmente por bueno.

El contraste se hace a través de la tabla ANOVA, con el estadistico F de Snedecor de modo
que cuando el p-valor sea inferior al nivel de significacion se rechazara la hipétesis nula de
que todos los predictores son iguales entre si e iguales a cero.

ANOVA
Variacion Sumade Grados de Media F valor
cuadrados libertad cuadratica
Explicada por SCE K SCE/k SCE/k
la regresion SCR/n—k—-1)
Residual SCR n-k-1 SCR/n-k-1
Total SCT n-1




1
R SCE/k

F= = Fineie
oS SCR/(n—k—1)  kn-k=1

1
n—k—l(1

Serechazasi F = Fy ,_j_1 a un nivel de significacion a.

Este valor F tendra asociada una probabilidad que se denomina p-valor. Cuanto mayor
sea F menor sera el p-valor. Un coeficiente con un p-valor cercano a cero hara que se
rechace la hipétesis nulay que por tanto se admita que la variable de dicho coeficiente es
significativa en el modelo.

ElTestt

Sirve para contrastar la hipétesis nula para cada uno de los coeficientes de forma
individual de modo que observamos la significatividad de la variable i-ésima

HO => ‘Bi - 0
Siendo el estadistico de contraste
£ = ﬁl B .Bi SN

ete
n—k—1Vvdi

Serechazasit = t,,_,_, aun nivel de significacion a. La variable va a ser significativa en
cuantot = 2

Este valor t tendra asociada una probabilidad que se denomina p-valor. Cuanto mayor sea
t menor sera el p-valor. Cuando el p-valor sea menor que a es porque elvalort = +2. Un
coeficiente con un p-valor cercano a cero hara que se rechace la hipétesis nula y que por
tanto se admita que la variable de dicho coeficiente es significativa en el modelo.

Prediccion.

Para observar el ajuste que tiene la prediccion sobre el modelo se estudian los residuos.

Estimados los coeficientes la prediccion consiste en ver qué respuesta se obtiene y; al ir
dando distintos valores a las x;, (que se multiplican por el valor de los coeficientes
estimados)

En un analisis de datos y proposicién de modelo se suele usar un porcentaje (ej. 80%) de la
muestra para hacer el modelo y el 20% restante para validar el mismo y se comprueba si al
meter nuevos datos el modelo sigue funcionando. Se realizara una pila de comprobaciones
como contrastes de bondad de ajuste, estudio del coeficiente de determinacion,
comprobar si existe sobreajuste, etc.

Estudio de residuos

Se pueden estandarizar dividiendo e; por una estimacion de s desviacion estandar.



Sirven para detectar outliers, puntos palanca, asi como la influencia de otras variables
explicativas que no se hayan tenido en cuenta. También ayudan a observar si existe
heterocedasticidad, patrones temporales, etc.

Los residuos que se observan fuera de las lineas de puntos (que indicarian los limites del
intervalo de confianza) son outliers y pueden ser ademas puntos palanca (leverage).

Otra grafica que puede observarse es la de valores predichos frente a residuos
estudentizados (tipificados con la cuasidesviacion tipica). Estas graficas nos ayudan a
visualizar y diagnosticar el modelo bajo las medidas de la t de Student, ademas de ver si
existen puntos leverage, cuanto mas alejados estén los valores resultantes del eje de
coordenadas (cero) mayor el valor del residuo y por tanto mas probable que sean valores
leverage. Se puede pedir, con un software estadistico, se listen aquellas observaciones de
la regresion donde en valor absoluto, sus residuos estudentizados sean mayores que 2.

Residual
REtudint
a
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o
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Otro grafico que nos ayuda a ver si el modelo es bueno es el de la D de Cook, con él se mide
la distancia que provoca cada observacion respecto del modelo planteado, esto es, puntos
palanca.

El valor mas bajo de la D de Cook es el cero y cuanto mas se aleje de éste, mas influencia
tiene esa observaciéon en el modelo (mas efecto palanca). ELumbral se suele establecer en
4/n siendo n el numero de observaciones utilizadas. Con un buen software se puede pedir
que se listen todas las observaciones que superan ese punto.

2k+2 . .
Generalmente una palanca con un valor mayor de Tdebe estudiarse y examinarse

pormenorizadamente.

En la siguiente grafica se observan 3 puntos palanca con fuerte influencia.
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Una medida muy relacionada con la D de Cook son los DFFITs. Estas medidas combinan la
informacién sobre los residuos y los puntos palanca el total de los coeficientes (las betas).
El umbral para DIFFITs se establece en 2,/k/n. Cuanto més cercano a cero sea el valor,
menor influencia tiene dicha observacién sobre el modelo.

Para considerar de forma mas especifica cémo influyen las observaciones en cada
coeficiente, se estudia la medida DFBETA y se crea para cada uno de los coeficientes. El
umbral ahora sera 2vn
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Analisis de series temporales.

Una serie temporal es una secuencia ordenada de observaciones cada una de las cuales
se asocia a un momento de tiempo. Por tanto, estamos ante procesos estocasticos,
asociados a distintos momentos de tiempo, sobre los que se establecen las siguientes
condiciones:

e Elconjunto de datos esta ordenado de forma cronolégica.
o No existe independencia entre las observaciones y esta dependencia es objeto del
estudioy parte de la naturaleza de estas series.

Debido a estas particularidades las series temporales deben ser desarrolladas bajo
modelos especificos que recogen esta dependencia y la aprovechan en su estudio entre
las observaciones ordenadas.

El estudio de estas series de observaciones se denomina Analisis de Series Temporales y
elinstrumento con el que se analizan es a través de un modelo que va a tratar de reproducir
el comportamiento de la variable objeto de estudio para poder, a partir del mismo, hacer
predicciones a futuro.

Estos modelos pueden ser:

e Univariantes: Cuando la serie se analiza Unicamente en funcidn de su pasado.

e Multivariantes: Se analizan varias series temporales a la vez, existiendo cierta
dependencia o relacidn entre los pasados de las distintas series (un ejemplo en
Seguridad Social la serie temporal de accidentes de trabajo con la de afiliaciény la
de presupuesto destinado a prevencion de riesgos)

Una serie temporal univariante se denotaria por
Y

El subindice t indica el tiempo en el que se observa el dato. La serie temporal puede ser
discreta si t=1,2,....T (dias, meses, afos..) esto es, finito o infinito numerable; o puede ser
continua si se considera el tiempo como lo que es, una variable continua (€ R) con un
numero infinito de observaciones.

Las variables con las que se trabaja en la serie temporal pueden ser denominadas variables
flojo o variables stock.

Variables flujo: Aquellas que se miden respecto a un intervalo de tiempo (consumo
mensual de un determinado producto)

Variables Stock: aquellas que se miden en un determinado momento del tiempo
(afiliacion a la seguridad social a final del afno)

Objetivos a la hora de analizar una serie temporal.

e Describir: La descripcion permite conocer el comportamiento que ha tenido la
variable a lo largo del tiempo de estudio. Esta descripcion se puede hacer mediante
algunos estadisticos resumen y representaciones graficas. Dada la particularidad
de la serie respecto a la dependencia entre sus observaciones, suele afadirse



algun tipo de funcién que describa el valor medio de la serie, la variacion media
entre dos periodos, etc.

e Predecir: Las predicciones que se realicen a partir de una serie y, por tanto, a partir
de datos pasados, no son mas que extrapolaciones del comportamiento del
pasado hacia el futuro, si bien nos pueden dar un punto de referencia para luego
utilizar modelos mas sofisticados de prediccidn. Si la prediccién puede darse de
forma exacta entonces la serie se dice que es determinista, pero generalmente son
estocasticas, esto es, los valores futuros tendran una distribuciéon de probabilidad
que se condiciona al conocimiento de las observaciones pasadas.

Generalmente los modelos de series temporales en el ambito de la economia suelen
responder a una estructura en el que se da una parte sistematica o regular de la variable y
una parte aleatoria que se denomina innovacion.

Y. = PS; + o,
PS; parte sistemética
a; innovacion

Ambas dependen de t. Concretamente S; de determinaréd Unicamente en funcion de la
informacién de las observaciones pasadas

PSy = f(Ye,Ye-1, Y2, o0)

Componentes fundamentales.

Se basaenlaideade que una serie temporal puede ser considerada como la superposicion
de varios componentes fundamentales no observables:

e Tendencia: Movimiento a largo plazo que sefala la evolucion general o de conjunto.
T,

e Estacionalidad: Oscilaciones que se dan dentro de un afio, generalmente, por
cambios que se producen por costumbres sociales como las vacaciones de
semana santa o navidad o cambios climaticos en primavera, verano, otofio e
invierno. S¢

e Ciclo: Esta componente capta — en el caso de que existan- oscilaciones que son
periddicas y se dan dentro de la tendencia a medio plazo. C;

e Error: Esta componente recoge todo aquello que no se puede explicar por las otras
tres y se representa por una variable aleatoria de valor esperado nulo y varianza
constante. 1,

Cualquier método de descomposicion en componentes fundamentales de una serie
temporal va a tratar de aislar estos componentes y estudiarlos de forma separada para
luego observar la forma en la que actlan conjuntamente, dando lugar a distintos modelos
de descomposicion: aditivo, multiplicativo o mixtos.

Aditivo

Es adecuado cuando no se producen interacciones en el modelo, esto es, cuando un
componente no depende de los otros.



Yt=Tt+Ct+St+T't

Multiplicativo

Al contrario que en el esquema aditivo, si los componentes varian con los otros, se debe
usar un modelo multiplicativo.

Ytth.Ct.Stlrt

Al contrario que otros modelos paramétricos como los ARIMA que tratan de obtener la
representacion de la serie en términos de la interrelacion temporal de sus elementos y que
caracterizan las series como sumas o diferencias de las variables aleatorias o de las series
resultantes (estas sumas o diferencias pueden a su vez estar ponderadas segun ciertos
pesos).

Analisis grafico

El primer estudio que debe hacerse sobre una serie temporal es el estudio grafico, donde
se va a observar si existe tendencia (al alza o a la baja), y se podra observar si hay valores
outliers, la amplitud que pueda darse entre las oscilaciones estacionales, posibilidad de
ciclos, etc.

Series estacionarias/no estacionarias

Una serie sera estacionaria cuando su comportamiento medio y la variabilidad son
constantes en el tiempo (homocedasticidad).

Sera no estacionaria cuando la mediay su varianza varian con el tiempo.

Tendencia general.

En el andlisis grafico previo se habra podido detectar si existe una tendencia lineal, en este
caso se tratara de aplicar un modelo de tendencia lineal aplicando el criterio de minimos
cuadrados ordinarios (MCO) para la estimacién de los parametros de la recta (visto en el
tema de regresion lineal).

Yo =Bo+ BT + &

En el caso de que el esquema sea multiplicativo, se tomaran logaritmos y se modelizara,
obteniendo los parametros de la recta también a través de MCO (la tendencia observada
seria exponencial)

In(Yy) = Bo + B1T: + &
Si se observa un modelo de tendencia cuadratico se ajustara a:

Yy = Bo + BiTe + BT + &



Otra forma de observar la tendencia es con el método de medias moviles (MM), en el que
se realiza un calculo de medias aritméticas consecutivas con el mismo numero de datos
en cada unade ellas, peroretirando el primer dato de media anterior e incorporando el dato
siguiente. La longitud, tamafio y orden de las MM es el numero de datos utilizado.

Con este método se suaviza la tendencia, se eliminan las variaciones a corto y medio plazo
y algunas irregularidades no controlables, de modo que la grafica de MM nos va a permitir
observar la tendencia.

Desestacionalizacion de series historicas.

En primer lugar, cualquiera de los métodos explicados en el apartado anterior para detectar
la tendencia han eliminado la estacionalidad de la serie, por lo que no se repiten pero al
extraer la tendencia de una serie precisamente se ha eliminado de la misma la
estacionalidad dentro de los periodos.

La estacionalidad es un cambio en la media de la serie que se repite de forma periddica
cada S estaciones (mensual, trimestral, semestral, bimestral, etc.)

Para detectar la estacionalidad se usan distintos métodos igualmente. En primer lugar, en
la grafica si se ven ciclos dentro de cada uno de los anos, se puede entender que existe
estacionalidad.

Para detectar la misma de forma analitica:
Método de la razon a la media movil

Ye/Y:
indices de variacion estacional - IVE

Se calcula la media para cada mes (o cada trimestre o cada cuatrimestre, dependiendo del
comportamiento estacional).

Una forma de desestacionalizar es precisamente dividir la serie original entre el IVE
Dummies

Una forma de captar la estacionalidad consiste en crear dummies (variables dicotdmicas)
para cada periodo. Si la serie es trimestral, por ejemplo, se crearian 4 dummies una para
cada trimestre. La variable dicotémica expresaria la presencia o ausencia de
estacionalidad en dicho trimestre

St = Po + B1S1 + B2S2¢ + B3S3¢ + B4S4: + &
Transformacidn logaritmica

Una forma de conseguir que la dispersidn sea mas o menos constante a medida que crece
la media es realizar una transformacion logaritmica sobre la serie.

La tasa logaritmica indicara la variacion de una variable y es un indicador de crecimiento
relativo



Yt - Yt—l

LnYt - LnYt_l =
Yt—l

Diferenciacion

Diferencia regular:

Para observar la estacionalidad eliminando la tendencia, esto es, induciendo
estacionariedad en media, podemos usar el método de diferenciacién. Se toma una
diferencia regular y consiste en calcular la diferencia entre cada dato (por ejemplo,
trimestral) y el anterior. Como en las medias moviles, se pierde el primer dato de la serie.

V=Y — Y4

Diferencia estacional:

Para desestacionalizar la serie entonces lo que se hara es obtener la diferencia de un valor
de la serie con un valor de la serie de un periodo anterior (por ejemplo, el primer semestre
de este afo con respecto al anterior y asi sucesivamente)

Velp =Y =Y
Siendo s el periodo estacional.

Diferenciacioén en la tasa logaritmica:

Es unindicador de la aceleracion de la tasa de crecimiento relativo de una variable.

V(LnYt - LnYt_l)

Lo mas recomendable es tomar todas las transformaciones que induzcan la
estacionariedad, la transformacion logaritmica para conseguir que la varianza sea
constante, la diferencia regular, para eliminar la tendencia, y la estacional, para
eliminar el componente estacional. Con ello se estabiliza la mediay la varianza de una
serie temporal.

Componente ciclica.

El ciclo se define como oscilaciones en torno a la tendencia que se deben a la alternancia
entre periodos de crisis y prosperidad, esto es son cambios significativos en la tendencia
gue se repiten cada cierto tiempo, a medio y largo plazo. Incluye cualquier caracteristica
distinta al resto de los componentes incluido el error o ruido.

La forma de eliminar el ciclo es observar la serie como distintas series en funcién de la
variacion de la tendencia, por ejemplo, si cada 20 afos se produce un cambio de ciclo de
alcista a bajista se pueden tomar las dos series como series separadas con inflexion cada
20 afnos en promedio.
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